Aufgabensammlung zur Oberstufenmathematik
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Die reelle Funktion
f"* x> f"(x); D" =R
f"(x) = -3x2 + @x mita0 R
ist die zweite Ableitungsfunktion der Funktioh: X — f(X) mit Df = R. Der

Graph der Funktion f in einem kartesischen Koordémsystem heiRGt .

Der GraphGf besitzt im Punkt P(2; 0) einen Wendepunkt. Die gante an
diesen Graphen an der Stellg x 0 hat die Steigung m = 4.
Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x) der Funktfon

1
(Ergebnis: f(X) = 2 x4 +x3—ax + 4)
Ermitteln Sie Art und Koordinaten samtar Wendepunkte des Graph& .

Bestimmen Sie die maximalen Intervalledamen die Funktion f echt monoton
zu - bzw. abnimmt, sowie die Wertemen§¥ der Funktion f.

Zeichnen Sie den Graphddf fur —2<X<3. Verwenden Sie dazu die

bisherigen Ergebnisse und berechnen Sie zusatzleh Funktionswerte
f(=2),f (@) uncf(3).

Mal3stab: x-Achse: 1 LE = 2 cm; y-Achse: 1 LE =fn.

Gegeben sind nun die reellen Funktionen

ngXng(X); Dgp =R
gp(x) =x3—p2x mitp O R.

Untersuchen Sie den Graph@gp der Funktion dp in Bezug auf

Symmetrie und bestimmen Sie Anzahl und Lagg@mtlicher Nullstellen der

ktion 9p in Abhangigkeit von p.

Fur p > 0 schliel3t der Grap@‘agp mit der x-Achse im IV. Quadranten ein
endliches Flachenstick ein.

Berechnen Sie p > 0 so, dass die Mal3zahl des lziuggen Flacheninhalts den
Wert 4 annimmt.
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Fur die folgenden Teilaufgaben sei p = 2.

Bestimmen Sie Art und Koordinaten deratelen Extrempunkte des
Graphen ng und zeichnen Sie diesen Graphen nur mit Hilfe-bi
heriger Ergebnisse fir2<X<?2 in das vorhandene Koordinaten-

system ein.

Die Grapher5§ und ng schlieBen ein endliches Flachenstiick

ein. Begrinden Sie ohne Rechnung unter Verwendboisperiger Ergebnisse
und der Zeichnung, dass die Mal3zahl des zugehdfdggeheninhalts gleich

2

[f(x)dx ist.

-2

Die Zahl+/10 ist so in zwei reelle positive Summanden zu zeelegdass die
Summe der Quadrate dieser Summanden einen absdixteemwert annimmt.
Berechnen Sie die beiden Summanden und entschesdenwelche Art von

absolutem Extremum vorliegt.
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All

Gegeben sind die reellen Funktionen
f - x> Tk (x); Dfy =R
fK (X) =%x4 —3x3 +kx? -16x+4 mitk OR.

Der Graph einer solchen Funktioky in einem kartesischen Koordinatensystem
wird mit Gfk bezeichnet.

Begrunden Sie mit Worten die folgende allgemeine Aussap&dseine doppelte
Nullstelle der zweiten Ableitund" einer ganzrationalen Funktion f, dann bsp
keine Wendestelle von f.

Bestimmen Sie die Anzahl und die Abszissen der Wendepunkte delseBi@ f K
in Abhangigkeit von k.

Berechnen Sie nun k so, dass der Grzﬁhk an der Stellexg = 1 eine
waagrechte Tangente besitzt.

Fir alle weiteren Teilaufgaben wird k = 12 gesetzt. Die Fonkfijp wird im
Folgenden kurz mit f bezeichnet, ihr Graph rfa .

Ermitteln Sie Art und Koordinaten des relativen Extrempunktesess@mtlicher
Wendepunkte des Graphébg .

Begrinden Sie, dass die Funktion f zwischen den StejlenOxund % = 1 genau
eine Nullstelle besitzt.

Fuhren Sie ausgehend vom Startwart =0 drei Schritte des Newtonverfahrens
durch. Geben Sie auch die fir die Berechnung notwendigen Teilergebnisse an.

Zeichnen Sie den Graph&yf fur 0< X <5. Verwenden Sie dazu die bisherigen
Ergebnisse sowie die in Teilaufgabe 1.4.2 naherungsweise bestimmtesNaulistd
berechnen Sie zuséatzlich die Funktionswerte f(3) und f(5).

MafRstab auf beiden Achsen: 1 LE =2 cm.

Fortsetzung s. nachste Seite
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Die Gerade mit der Gleichung y = 4 schlie3t mit dem GrapBgnzwischen den
Stellen x = 0 und »3 = 4 ein endliches Flachensttck ein.

Kennzeichnen Sie dieses Flachenstick in der vorhandenen Zeichnung und
berechnen Sie die Maf3zahl seines Flacheninhalts.

Gegeben ist nun die reelle Funktion

DX > X2 +1; Dp ={xOR[x20} .

1
Bestimmen Sie diejenigen x-Werte mitX Dy , fur die gilt: ‘ p(x)— p(Z)‘ <

Aus einer kreisférmigen Rasenflache mit
dem Radius r = 5 (L.E.) soll fur ein
Blumenbeet eine rechteckige Flache mit
den Seiten a und b so ausgestochen
werden, dass dieses Rechteck dem Kreis
einbeschrieben ist (siehe Skizze). Die von
a abhangige Mal3zahl des Flacheninhalts
des Rechtecks wird mit A(a) bezeichnet.
Berechnen Sie, wie lang die Seite a
sein muss, damit die GrolRe

g(@) = (A (a))2 (und damit auchA(a)) den absolut gréRRten Wert annimmt und
ermitteln Sie auch die absolut gro3te Flachenmal3zahl. Interpretigie das

Ergebnis geometrisch.

4

( Teilergebnis: g(a) ﬁ.OOa2 -a)

2r
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Aufgabengruppe S
S

Eine Urne enthélt sechs rote und vier weiRe Kugeln, die sich nur dinreh Farbe
unterscheiden. Aul3erhalb der Urne stehen noch geniigend viele rote und weédle &sg
zusatzlicher Kugelvorrat zur Verfligung.

Ein Zufallsexperiment besteht darin, dass nacheinander drei Kuggitlig aus der Urne
gezogen werden, wobei nach jeder entnommenen Kugel eine andersfaudgeleakis dem
Kugelvorrat wieder in die Urne gelegt wird.

2.0

2.1

2.2

2.3

3.0

3.1

Zeichnen Sie zu dem beschriebenen Zufallsexperiment ein Bauaahiag und
berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse.

(Teilergebnis: P(RRR}) =0,120; P(WWW}) =0,024)

Es werden nun folgende Ereignisse betrachtet:

A: ,Es werden ausschlief3lich gleichfarbige Kugeln gezogen.*

B: ,Unter den drei gezogenen Kugeln befinden sich mindestens zwei
rote Kugeln.”

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B). Unterausigeauch, ob
die Ereignisse A und B stochastisch unabh&ngig sind.

Drticken Sie das EreignE n B maoglichst einfach mit Worten aus und berechnen
Sie dessen Wahrscheinlichkeit.

Nun wird das Zufallsexperiment unter stets gleichen Anfamtyspengen zehnmal
durchgefihrt. Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A
a) genau dreimal,

b) nur bei den ersten drei Malen,

c) hochstens einmal eintritt.

Die ZufallsgroRe X gibt die Anzahl der roten Kugeln unter den dezogenen
Kugeln an.

Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufadiBgrX in Tabellenform
dar.

Fortsetzung s. nachste Seite
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3.2

4.0

4.1

4.2

Zeichnen Sie mit Hilfe einer Wertetabelle den Graphen Kkemulativen
Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie X.

Fur die Werte der ZufallsgroRe X aus Aufgabe 3 wird bei eitgpiel folgender
Gewinn/Verlust-Plan zugrunde gelegt:

X 0 1 2 3
Gewinn bzw. a 3 -2 -5
Verlust in DM (mitall R)

Berechnen Sie, wie hoch der Auszahlungsbetrag a angesetierwaiisste, damit
es sich um ein faires Spiel handelt.

Die Wahrscheinlichkeit, bei diesem Spiel einen Geldbetragexminnen, betragt
exakt p = 0,352. Es werden zehn Spiele unter stets gleichen Anfangsinegéamy
durchgefihrt.

Untersuchen Sie, ob es gunstiger ist, auf das Ereignis
E: ,Es werden zwei oder drei Spiele gewonnen*
oder auf das Ereigni& zu setzen.

Bei einem anderen Spiel geht man davon aus, dass die Gewinnwatlisbkeit p

= 0,45 betragt (Nullhypothese). Im Rahmen eines zweiseitigen Signitests

wird das Spiel 100-mal durchgefuhrt. Geben Sie die Gegenhypothese an und
bestimmen Sie den gréitmoglichen Ablehnungsbereich der Nullhypothederauf
1%-Signifikanzniveau.

Wie ist bei obigem Test mit der Nullhypothese zu verfahren, wsoh bei dessen
Durchfihrung 32 Gewinnspiele ergeben?
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In einem Kindergarten trinkt jedes der Kinder in der Fruhstickspgersau eines der
Getranke Kakao, Erdbeermilch bzw. Vanillemilch jeweils mit der
wahrscheinlichkeitP({K}) = 06, P{E})= 025 bzw. P{{V})= 015. Nehmen
Sie an, dass diese Wahrscheinlichkeiten konstant sind und dass die khisgbe
fur jedes der drei Getranke jeweils unabhangig erfolgen.

Veranschaulichen Sie das Wahlverhalten eines zuféllig aubiew&indes an zwei
aufeinanderfolgenden Tagen in einem Baumdiagramm. Ermitteln Sib diec
Wahrscheinlichkeiten samtlicher Elementarereignisse.

Berechnen Sie jeweils, mit welcher Wahrscheinlichkeit eifélig ausgewdahltes
Kind an finf aufeinanderfolgenden Tagen

a) stets Kakao,

b) viermal Kakao und einmal Erdbeermilch,

¢) niemals Vanillemilch wahlt.

Nun wird eine Gruppe von 20 Kindern zufallig ausgewahlt. Die Zufedldg X gibt

die Anzahl der Kinder dieser Gruppe an, die fur diesen

Tag Vanillemilch bestellt haben.

Begriinden Sie, dass die Zufallsgrof3e X binomial verteilt istagsfimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit P(O€ 1).

Ermitteln Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit mindestenizder 20 Kinder
Vanillemilch wéhlen.

60 % der Kinder des Kindergartens sind Madchen. Betrachtet werdehedien
Ereignisse

E1: ,Ein zufallig ausgewahltes Kind ist ein Madchen.*

Eo: ,Ein zuféllig ausgewahltes Kind wahlt Erdbeermilch.*

Es sei ferner bekannt, dassﬁ N E2)=0,10 gilt.

Zeigen Sie rechnerisch, dass die beiden Ereignisse vereiobé stochastisch
unabhangig sind.

Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

a)PE] OEp); b) P(ELn Ep).
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4.0 Bei einem Kindergartenfest ist die Hauptattraktion ein in gtdith grol3e Sektoren
unterteiltes Glucksrad. Funf der Sektoren sind rot, zwei griin und eiaargafarbt.
Zur Rotation gebracht, kommt das Rad nach kurzer Zeit zum Stillstadceine der
Farben erscheint in einem Fens-
ter. Bei einem Spiel wird das Glucksrad zweimal nacheinander Raotation
gebracht. Erscheint beide Male der blaue Sektor, so erhalt der ectgmde
»Spieler’ 10 Gummibarchen als Gewinn, bei zwei grinen Sektoren 8hBardcbei
zwei roten 3 Barchen; in allen anderen Fallen wird 1 Barchen @&lestpreis”
vergeben.

Die Zufallsgrof3e Y gibt die Anzahl der in einem Spiel gewonne@ammibé&rchen
an.

4.1  Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufdldg Y und zeichnen
Sie ein zugehoriges Histogramm.

4.2  Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung der Zufallsgro3e Y.

4.3  Ein Lausbub, der bereits bis 50 zahlen kann, hat das Glucksrad ,martipitidem
er heimlich einen Kaugummi auf die Ruckseite des blauen Sektorelgekat. Er
vermutet, dass der blaue Sektor nun haufiger erscheint (GegenhypotbDege).
beobachtet er 50 Drehungen des Rades und glaubt, seine Vermutung digtbesta
ansehen zu kénnen, wenn dabei der blaue Sektor mehr als 10-mal erscheint.

Geben Sie die Testgrol3e, die Nullhypothese und die Gegenhypothesedse e
des vorliegenden Hypothesentests an. Bestimmen Sie die Wahrsdfhirtlidafir,
dass der Lausbub seine Vermutung als bestétigt betrachtet, obwoRladadurch
den Kaugummi in Wirklichkeit nicht beeinflusst wird.

x% —mx -3
Gegeben ist die Schar von Funktionfp : X — f(X) :2— mit Df=3
X

\{0} und mLI3.

Geben Sie das Verhalten von f fiir [x| © und fir x — Oan sowie die Gleichungen der
Asymptoten des Graphen voR &n. (6 BE)

Berechnen Sie die Nullstellen vogih Abhangigkeit von m. (3 BE)

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten vgn und zeigen Sie, dassnyfweder
Extremstellen noch Wendestellen besitzt. Erlaut8ra, welche Aus-sage sich uber die
Graphen zu verschiedenen m-Werten aus der Tatsaxdibt, dass in der 1.Ableitung m

nicht vorkommt. (7 BE)
Nun sei m=2. Zeichnen Sie den Graphen (mit Aptaten) fir —X x < 5. Verwenden
Sie hierzu die bisherigen Ergebnisse und geeigheatetions-werte. (5 BE)

Die x-Achse, die schiefe Asymptote, der Grapm ¥, und die Gerade x=5 begrenzen eine
endliche Flache. Berechnen Sie deren Inhalt aufii®ezimalen genau. (5 BE)
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2 Gegeben ist die Funktion g: e g(x) = mit der maximalen Defini-tonsmenge;D

10-e
0 3.

2.1 Bestimmen Sie Pund untersuchen Sie das Verhalten von g(x) bei &mrung an die
Definitionsliicke. Ermitteln Sie auRerdem die Glaiolgen samtlicher Asymptoten.(6 BE)

2.2 Zeigen Sie, dass g keine Extremstelle und k&uendestelle besitzt. (6 BE)

2.3 Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichg(®g < -3. (6 BE)

2.4 Berechnen Sie diejenigen Stellen, an denenTdiggenten an den Graphen von g parallel
zur Gerade mit der Gleichung y%x + 2 verlaufen. (6 BE)

3 Fur den Zusammenhang zwischen der ReizgroRe Rdlen@Empfindung E gelte das Weber-
Fechnersche Gesetz: E = K fla(R) . Dabei sind K und c positive reelle Zahlen.

3.1 Fur R=2 erhélt man E=4 und flr R=5 ergibt siEh6. Berechnen Sie die Konstanten K und c.
(4BE)

(Zur Kontrolle: c= 2,18%, K=2,487)

3.2 In einem Versuch darf man das Empfindungsmaxmmb,,=10 nicht tGberschreiten.
Berechnen Sie das hierzu gehdrige Reizmaximum. €2 B

3.3 Zeigen Sie: Jede Halbierung der ReizgroRe vedmit die Empfindung um ca. 1,5
Einheiten. Was bewirkt eine Verzehnfachung des B&?z (4BE)

1.0 In folgendem Koordinatensystem sind vier Graphaus der Schar der gebrochen-
rationalen Funktioner|, dargestellt. Dabei ist der Grad der Nennerfunktn

A
1.1 Welche Aussagen Uuber den y /} \
Funktionsterm kon-nen aus 4
obiger Angabe, den / \
erkennbaren Definiti-
onslicken sowie aus der R \\\ / \
waagrechten Asymptoty =0 < \ e /
aller  Graphen  ge-folgert
werden? Begrin-den Sie die
Aussagen. (6BE) \\\’—\ X
1.2.0 Nun seif g (X) = kx=4 \ /
X2 —4x ) ///
mit der Definitionsmenge \ //

D(fk) = R{0;4} und kLIIR.

1.2.1 Untersuchen Sie, ob es Graphen der Schardjiauchm Il. Quadranten verlaufen. Wenn
ja, geben Sie die zugehorigen k-Werte an. (5BE)

1.2.2 Fur welchen k-Wert hat die Funktiofy eine stetig behebbare Defini-tionslicke?
Welche Wertemenge hat die zugehdorige Funktion? HpB

1.2.3 Zeigen Sie, dass es in der Schar zwei Fumletiof | gibt, die keine Nullstelle haben.
(4BE)
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Berechnen Sie den k-Wert, fir den der Graph | die Extremalstelle x= 2 besitzt.
Bestimmen Sie die Koordinaten und Art des zugeh@migxtrempunktes.  (7BE)

(Teilergebnis: k=0)

Bestimmen Sie in Abhangigkeit von k die reellKonstanten a und b so, dass die
Funktion ¢ mit R (X) =alln(4-x)+blIn(x) fur 0<x <4 eine Stammfunktion
von f ist. (6BE)
(Teilergebnis: a=(kl);b=1)

Berechnen Sie die MalRzahl der endlichen Fdaahf 2 Dezimalen, die die Gerade mit
der Gleichungy =2 mit dem Graphen vorfgy (also k=0) einschliel3t. Beachten Sie,

dass der Graph vofiy (siehe auch Aufgabe 1.2.4) in der Grafik dargdsiet.(8BE)
Fortsetzung nachste Seite

3
Die Grol3e einer Bakterienkultur entwickelt sitiich der Funktion mit der Gleichung M(t) =
s[(2—e_mt). Hierbei sind m und s geeignete Zahlen und t di@aRdahl der Zeit in

Stunden. Zum Zeitpunkt = 0 betragt die vorhandene Anfangsmenge 500 Einheitehzum
Zeitpunkt t = 10 ist M(10)= 700 .

Bestimmen Sie die Parameterwerte s und m aigeolAngaben. (5BE)
: In06
Ergebnis: s=500, m=———
(Erg 10
Zeigen Sie, dass die Funktion M fur t > 0 stgemonoton zunimmt, fur t- o einen
Grenzwert hat und dass der Graph rechtsgekrimmt ist (6BE)

Die GroRe M(tyM(0) wird als Zuwachs von M bezeichnet. Begrindere,Sdass der
Zuwachs hochstens 500 Einheiten betragt, und bereciSie die Zeitspanne, in der der
Zuwachs 30% der Anfangsmenge betragt. (7BE)

Gegeben ist die reelle Funktion

f: x Hix4—ﬂx3+ﬂx2; Df = R.
24 9 3

Ihr Graph in einem kartesischen Koordinatensysteind G genannt.

Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktion fageeine Nullstelle besitzt. (3 BE)

Der Graph @ hat lediglich in den Punkten Q(%g) und N(O; 0) horizontale
Tangenten. Zudem sei bekannt, dass der GraphrGden Intervallen }-o; g] sowie

[4; o [ linksgekrimmt und im Intervallg; 4] rechtsgekrimmt ist.
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Bestimmen Sie ohne Rechnung nur mit Hilfe sgie Informationen die Abszissen
samtlicher Extrem- und Wendepunkte des Graphepn .GGeben Sie auch mit
Begrindung an, um welche Art von Extrempunkt eshgeweils handelt und ob sich
unter den Wendepunkten ggf. Terrassenpunkte befinde (9 BE)

Zeichnen Sie den Grapher Gur -1 < x < 6. Verwenden Sie dazu die bisherigen
Angaben und Ergebnisse und berechnen Sie zusatdiecckunktionswerte 1), f(g),
f(3), f(5) und f(6).

Mafl3stab auf beiden Achsen: 1 LE =1 cm. (6 BE)

Zeichnen Sie im Koordinatensystem von Aufgdb2.2 fur-1 < x < 6 farbig (nicht
rot!) die Menge M = { P(x; f(x))U Gf O f'(x) >0 f"(x) >0} ein.
Eine Rechnung ist dazu nicht erforderlich. (3)BE

Gegeben ist nun noch das Viereck OPQR mit dekpliinkten
0(0; 0), P(2: 0), Qi) und R(O; )

Zeichnen Sie das Viereck OPQR in das Koordinatetey von Aufgabe 1.2.2 und
berechnen Sie, in welchem Verhaltnis der Graghden Flacheninhalt dieses Vierecks
teilt. (10BE)

Gegeben sind ferner die reellen Funktionen

1 4 4 3 2 .
X —X T ——x"+(@-a“) mitalOR und D =R.
Ja X gX t-a) Ja

Der Graph einer solchen Funktiory gn einem kartesischen Koordinatensystem wird
Gga genannt.

Bestimmen Sie die Abszissen derjenigen Puriktdenen der Grapldsga horizontale

Tangenten aufweist. Erlautern Sie auch, um welélte von Punkten es sich dabei
jeweils handelt. (5 BE)

Ermitteln Sie in Abhangigkeit von a die Absgen und die Anzahl der gemeinsamen
Punkte der GrapheliBga und G (siehe 1.0). (8 BE)

In dieser Teilaufgabe ist a > 1. Berechner 8enjenigen Wert von a, fur den die
Flache zwischen den Grapher Gind Gga sowie den Geraden mit den Gleichungen

x =0 und x = 3 den Inhalt 21 FE annimmt. (6 BE)



2.0 Herr K. plant den Einbau eines Dachfenstefs.

2.1

2.2

Dieses soll die Form eines Rechtecks mit
dartubergesetztem gleichschenklig-
rechtwinkligem Dreieck haben (siehe Skizzel).
Der Umfang U des gesam-ten Fensters betragt
6 m.

Stellen Sie zunéchst die Malizahl G(x) der

X

Gesamtflache des Fensters in Abhangigket
von der Rechtecksbreite x dar. Ermitteln Sie audb Befinitionsmenge Ig der
Funktion G: x> G(x).

(Ergebnisse: G(x) = 3x (%\/E+%j5<2; Dg = } (6 BE)

6
0’1+\/§[')

Berechnen Sie dann denjenigen Wert von X, féin die Flachenmaf3zahl G(x) ihren
absolut gro3ten Wert annimmt. Runden Sie dabeidnaf Nachkommastellen. (4
BE)

Lésungen zum AnalystdNachtermin

11

1.2.1

1.2.2

1.2.3

1.3

f(x) =0 <=> x2(3x2-32x+96) = 0

X1/2=0 O 3x2 —32x +96 = 0. Diskriminante D = 1024 1152 < 0, daher keine
weitere Losung. Also: x/2 = 0 einzige Nullstelle. (3 BE)

Bei xp = 4 andert sich das Krimmungsverhalten des Graphetem besitzt er dort
eine horizontale Tangente. Der Punkt Q_ist Terraps@ktvon G.

Bei xp = 0 besitzt G eine horizontale Tangente und ist in einer Umgedpdes Punktes
O linksgekriimmt: O ist ein relativer Tiefpunkt

Bei xyy = % andert sich das Krimmungsverhalten vop @er Graph besitzt im Punkt

W aber keine waagrechte Tangente: es handelt sicleimen Wendepunkaber keinen

Terrassenpunkt. (9 BE)
X -1 1,33 3 4 5 6
f(x) 1,82 1,45 3,38 3,56 3,82 6
(Graph siehe Anhang) (6 BE)
(siehe Anhang) (3 BE)

(Zeichnung im Anhang)

4 4
Alz If(X)dX:[iXS—EX4+£X3:| :%3
0 120 9 9 o 15



14.1

1.4.2

1.4.3

2.1

Dreieck: Ap = %ﬂXQ—Xp) K76) :%[2@3_:_

9 9
Trapez OPQRA3 :EE(2+4) E—?—Z :3—2
2 9 3
Untere Teilflache:Ay =A1-Ao = 128_32_384-160_224
15 9 45 45
Obere TeilflacheAg =A3-Ay -32_224_480-224_256
3 45 45 45
Teilverhaltnis: Ay: Ay=8:7. (10 BE)
: 1 3_42_12
X) = =X"——=X7 ==x“(x-8
da'(X) 5 3 5 (x-8)
Horizontale Tangenten, wengy'(x)= , @lso fur x = 0 sowie x = 8.
07" (x) = %xz—gx; ga'"'(x) = X_% Dagy"(8) = %2 > 0, ergibt sich fir x =8

ein relativer Tiefpunkt.
Dagy"(0) =0 0O gg'"'(0) # 0O, ergibt sich fur x = 0 ein Terrassenpunkt. (5 BE)

fx) = gyx) <=> gxzz(l—az)

(1) Keine Lésungen sind moglich, wenn 1 240 <=>a>10a<-1.

(2) Genau einen gemeinsamen Punkt (Beriihrpunkt)@gbwenn 1 —&= 0,
also fura=-10a = 1. In beiden Fallen ergibt sich die Abszissg¢/> = 0.

(3) Zwei verschiedene (Schniit Punkte der Graphen gibt es, wenr B2 > 0

<=>-1<a< 1. Die Abszissen dieser Punkte sixd;yo = i%\/3(1—a2) . (8
BE)

Fur a > 1 besitzen (nach Teilaufgabe 1.4i2)@raphen keinen gemeinsamen Punkt.

Daher ist der gesuchte Flacheninhalt:
3

3 3
(100 -ga()ix = [ 552 -0 Jox = | £33+ 62 -0x] =
0 0 3 9 0

= 12+ (@-1)3 = 9+ 32
9+322=21 <=> 3&8=12 <=> &=4. Wegena>1listdann:a=2. (6 BE)

Die Kathetenlange L im gleichschenklig-rechtidigen Dreieck mit der Hypotenuse x

betragt nach Pythagords= 2\/5 Demnach ist der Umfang U des Fensters:
U :x+2y+2ﬁ(§\/§ = 2y + (1+4/2)X .

Da andererseits U = 6 sein soll, erhalt many = %(1+ \/i)x .

x > 0 ist trivial, y > 0 ebenfalls leicht nachvoilzhbar.

Aus letzterer Ungleichung ergibt sich: Xf6— (= 2,485) und damit folgt die im

+42

Teilergebnis gegebene Definitionsmenge.



1.0

11

1.2

1.3

1.4.0

1.4.1

1.4.2

1.4.3

1.5.0

2
Fur die FlachenmalRzahl des Gebildes erhalt man) &y + %(%ﬁj

bzw. G(x) = 3x— (%\/E+%)x2. (6 BE)

22 G'(x)=3- (\/§+ O,5)x . Aus G'(x) = 0 erhalt man x =L21567.

J2+05

Da der Graph @ Teil einer nach unten gedffneten Parabel ist, deBeheitelpunkt im
betrachteten Intervall liegt, nimmt die Funktioni® absolutes Maximum an der Stelle
x = 1,567 an. (4 BE)

(60 BE)

Gegeben sind die reellen Funktionen
faix=>f,(x); D, =R

1
fa(x)=E ax®+27x) mitaOR O a# 0.
Der Graph einer solchen Funktion wird rrﬁifa bezeichnet.

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktigmn Abh&ngigkeit von a.(5 BE)

Bestimmen Sie die maximalen Intervalle, in derdie Funktion § echt monoton zu- bzw.
abnimmt. (6 BE)

Zeigen Sie, dass fur allédR gilt: f5(x) + fa( —x) = 0.
Welche Folgerung ergibt sich hieraus fur den GEIpra ? (3 BE)

Setzen Sie in den folgenden Teilaufgabenla =

Bestimmen Sie die Koordinaten desjenigen Remkles GrapheﬁSfl, in dem die Steigung den
geringsten Wert besitzt. Geben Sie auch den Werktgnstmoglichen Steigung an. (5 BE)

Zeichnen Sie den Grarﬂéfl mit Hilfe einer geeigneten Wertetabelle
fur -6 < x < 6.

Mafldstab: x-Achse 1 LE =1 cm; y-Achse: 1 LE = @ (6 BE)
6 6

Berechnen Sie R so, dass gilt:f mdx = Ifl(x)dx. (5 BE)
0 0

Gegeben ist ferner die Menge der Geraﬂi\@k
mit gk(X) = 2x + k; kOR und xOR.



151

1.5.2

1.5.3

1.6

Beschreiben Sie kurz die Lage dieser Geradennander und bestimmen Sie die Gleichungen
derjenigen beiden Geraden, die Tangenterﬁq? (Teilaufg. 1.4.2) sind.

(Zwischenergebnis:k= 2; k, = - 2.) (7 BE)
Setzen Sie in dieser Teilaufgabe k = 2 sokie—2 und zeichnen Sie die zu-gehérigen Geraden
ng sowie Gg_2 in das Koordinatensystem von Teilaufgabe 1.4.2 ein (2 BE)

Geben Sie die Anzahl der gemeinsamen Punei;crteScdaphent1 und ng in Abhangigkeit

von k an. (5 BE)
(Hinweis: Eine Begrindung wird nicht erwartet!)

Die ParabelG, ist der Graph einer quadratischen Funkti@iX > p(X), x O R. Diese

Parabel berthrt den Graphé’ﬁif1 an der Stelle x= 3 und enthalt den Punkt Q(5; 6).
Bestimmen Sie den Funktionsterm p(x) der Funkfpon (7 BE)

Unten stehende Abbildung zeigt den Querschniiesi,auf dem Kopf stehenden*
Schiffsrumpfes. Er soll durch ein Trapez aus Balkgabilisiert werden.

Der genannte Querschnitt wird durch den GraphenFderktion h

mit h(x) =—0,25% + 1; Dy=[-2;2] sehr gut beschrieben.

Berechnen Sie die Abszissé&lli0; 2[ des Punktes P(u; h(u)) so, dass der Flaahtesit des
Trapezes sein absolutes Maximum annimmt.
(Mogliches Zwischenergebnis fur den Flacheninhals drapezes:

145 1,
AU =—-——U"——U"+u+2. 9 BE
(u) ) > ) )

1  Gegeben ist die reelle Funktion f X+ (2—1In(X))[(2+In(X)) mit maximaler
DefinitionsmengeDs U R.

1.1 Bestimmen SieD¢ und die Nullstellen von f und untersuchen Sie d&s-halten von f(x)
an den Randern der Definitionsmenge. (5BE)

1.2 Ermitteln Sie die Art und die Lage des Extremgtes sowie die Koordinaten des
Wendepunktes des Graphen von f (Nachweis ohne Mardung der dritten Ableitung).
(9BE)

n(x
(Zwischenergebnis: f " (x)= 2 dﬂ)
X
1.3 Stellen Sie die Gleichung der Wendetangentes Graphen von f auf. Zeichnen Sie die

Tangente t und den Graphen von f unter Verwendueg bisherigen Ergebnisse fur
x ) 0; 1(] in ein kartesisches Koordinatensystem. (6BE)

1.4 Bestimmen Sie die reellen Koeffizienten a, b durc so, dass die Funktion
F: X ax[{(ln(x))z —bxn(x) + cx) in D eine Stammfunktion von f ist, und



berechnen Sie den Inhalt der endlichen Flache,d#ie Graph von f mit der x-Achse
einschliel3t. (10BE)

x3—2x+2

X2

2 Nun ist die Funktion g:X g(x)= mit Definitionsmenge = ]0;00[

gegeben.

2.1 Begrunden Sie durch eine genaue Untersuchungaderfunktion, dass g keine Nullstelle
besitzt. (5BE)

2.2 Zeigen Sie, dass der Graph von g fiur x > 1 stenterhalb seiner schiefen Asymptote
verlauft. Berechnen Sie sodann den Inhalt der efih Flache, die der Graph von g fir x
=1 mit der Asymptoten und der Gerade x=3 einschliel3t (7BE)

3 Ein Kubikzentimeter Kuhmilch enthielt 2 Stundemah dem Melken2824 Keime, eine
weitere Stunde spéater 3389 Keime. Mit a(t) werde Anzahl der Keime zum Zeitpunkt t
(in Stunden) bezeichnet, mity @ie Anzahl der Keime zum Zeitpunkt t = 0 und mitcke

Wachstumskonstante. Innerhalb eines gewissen Zeitialls [0; b] gelte: a(t) =ag Eekt.
Auf Benennungen wird bei der Rechnung verzichtet.

3.1 Bestimmen Sie@g und k. (5BE)
(Zur Kontrolle: & =1961; k =1n(1,2) )

3.2 Berechnen Sie denjenigen Zeitpunktan dem die Keimzahl 5000 pro émvilch betragt.
(2BE)

3.3 Durch zunehmendes Absterben der Keime verldidtKeimzahl ab dem Zeitpunks &

_ 2
5,19 h nach der Funktion b mit b(t) 400(Lt L& 0,001~ Zeigen Sie, dass der
Ubergang der Funktionen a und b (im Rahmen der Rumgggenauigkeit) stetig und

differenzierbar erfolgt. (7BE)

3.4 Untersuchen Sie, zu welchem Zeitpunkt die Keamizihren grof3ten Wert erreicht und
berechnen Sie diese Keimzahl. (4BE)

Nr. Losungsvorschlag A | BE

11 D = IR*. f(x)=0 = x=e?v x=€. X » © :f(X)=(2-Inx)(2+Inx) — — o0
X - 0: f(x) =(2-Inx)(2+Inx) - — oo - =00 L
— 00 — —00

1.2 f,(x):—ZInx : f,,(X):ZInx—Z;

X X2
f(X)=0 = -2Inx=0- x=1;f (1) =-2<0= Hochpunkt H(1/4)
f"(X)=0 = 2Inx =2 - Inx=1 - x=e;Zvonf’(x)iststreng monoton
steigende Fkt. mit VZW= Wendepunkt W(e/3)

1.3

ty =1(x,) (X-x,) + f(Xo); Daten von W eingesetzt: t = —gx +5
€




1.4

F (x)= a(Inx}+ax2(Inx) (1/x)-bInx-b+c = a(Inxj+(2a-b)Inx+(c-b)
f(x)= -(Inx)? + 4; Koeffizientenvergleich ergibt: a=tlb=-2C c=2.
2
e 2
] f00dx =[F)JS, = —4e% + 2% + 2% — (-2 - de™2 + 272) =
-2 e
e

= 22+ 6 2 A=1559 FE.

10

2.1

Da der Nenner stets positiv ist, wird das Vorzeich®n g durch das
Vorzeichen des Zahlers Z bestimmt. Nun gilt: Z"(8)-2, also ist Z"(x) fir

O<x<\/% negativ und fur x> % positiv. Damit hat Z an der Stelle x\%das

absolute Minimum Zd%)zo,91>0, also hat Z und damit g keine Nullstelle

2.2

g(x)=x - %+%; schiefe Asymptote a(x)= x; a(x)-g(x) 2X—£2 >0 far x>1.
X X

3 3 3
A:{(a(x)—g(x))dx={(%—X%)dx:[zm(xﬁﬂl =2In3+2-2=2In3-4

3.1

(1) 2824 =ag e
2824 3389 « _ 3389

3k
2) 3389 = == = O90¥
(2) ap e’ = ok e3k = e 822

k=In12;
€

dg =1961

Nr.

Fortsetzung Lésungsvorschlag A |

BE

3.2

5000=1961e" - t, =L1n(32%9 = 513; Antwort: nach 5,13h ist die
Keimzahl 5000 erreicht.




3.3

lim a(t)=5052; lim b(t) =5052, d.h. der Ubergang verlauft stetig.
t_ 519 t- 519

a’(t)=kay€; lim a’(t)=921;
t- 519
- 2 _ 2
b’ (t)=1000e” 201" _ 000202 ~0.001" )
lim b'(t) =921 Wegen der Gleichheit beider Grenzwerte ist deektdjang

t - 519 7
(im Rahmen der Rundungsgenauigkeit !) differenzaerb

3.4 | Dadie Funktion a streng monoton steigendkann die max. Keimzahl nur
fiir t5,19 h erreicht werden: b’(t)=0: 1-0,0620; t=4/500= 2236.
b’(t) hat bei diesem t-Wert den einzigen Vorzeiciechsel von + nach -:
globa-les Maximum. 4

Antw.: Nach 22,36 h ist die maximale Keimzahl b(28)=13562 Keime
erreicht.

60




%3

5 mit der Definitionsmenge
X“-4

1.0Gegeben ist die Funktion f X

D(f) = R\{-2; 2}.

1.1 Zeigen Sie, dass der Graph von f punktsymmairizum Ursprung ist, untersuchen Sie das
Verhalten von f(x) fir x» 2, und ermitteln Sie die Gleichungen aller Asymptotdes

Graphen von f. (9BE)
1.2  Bestimmen Sie ohne Verwendung der zweiten Abigj die exakten Koor-dinaten und die
Art der Extrempunkte des Graphen von f. (10BE)
1.3 In nebenstehender Grafik sind die A i
kelhalbierende des |. Quadranten sowie del B y
von f fir 0<S X <10 einge-tragen. Ermittelr ¢ 74
aus der Grafikeinen ganzzahligen Naherun¢ p ‘ ///
8 E 8 7
fur das Integral[(f (X) — X)dX. Erlautern Sie F \\ /’/
4 G \
Uberlegungen mit Hilfe der eingezeich- H W
Quadrate, die mit Buchstabenkombine !
bezeichnet werden. (5BE) \I]<
L X
\ 4 8 |
1.4 Bestimmen Sie die reellen Parameter a und . —=C u\.v .w‘...w.. . ‘ LX) =
2 2 _ _ a bcdef gh
aX“+DblIn(x“—= 4) fir x > 2 eine Stammfunktion von f ist, und berechnen Sienidadas
Integral von Aufgabe 1.3 zur Kontrolle auf eine M&ommastelle gerundet. (8BE)

(Teilergebnis: a=0,5; b =2)

3
1.5 Nun wird die Schar von Funktionefiy, mit f(x) = n;X und MR \ {0} in der
X4

Definitionsmenge D(f) betrachtet. Begriinden Sielolen Einfluss der Parameter m auf den
Verlauf des Graphen vofyy, im Vergleich zum Graphen von f hat. Gehen Siealauf die

Falle m>0, m<0, \m\ <1 und \m\ >1 ein. Geben Sie die Gleichungen der Asymptoten
sowie die Koordinaten und die Art der Extrempundéless Graphen vofi, an.  (8BE)

2.0 Gegeben ist nun die Funktion g mit g(x)% und D(g)U IR.

2.1 Ermitteln Sie die maximale Definitionsmenge R(wind zeichnen Sie den Graphen der
Logarithmusfunktion X — InX fiur 0<x<8. Bestimmen Sie anhand dieser Skizze das
Verhalten von g(x) bei Annaherung an die Rander {g) sowie das Monotonieverhalten
des Graphen von g. Skizzieren Sie nun auch den i@mpvon g in das gleiche
Koordinatensystem. (7BE)

2.2 Zeigen Sie, dass die Beziehung %@é —g(x) fur alle XID(qg) richtig ist, und skizzieren Sie

den Graphen von %) mit anderer Farbe in die Skizze von Aufgabe 2.1. (4BE)



3.0

3.1

3.2

3.3

1.0

111

1.1.2

121

1.2.2

Bei Bergwanderungen kann man mit Hilfe eineftdluckmessgerates den Hoéhenunterschied
bezuglich der Startposition bestimmen. Hierbei wilid barometrische Hohenformel p(h) =
Po ®_k[h verwendet, wobe der Luftdruck am Startort (also in der Hohe Om{hpder
Luftdruck nach h zurickgelegten HOhenmetern unthk &eratekonstante ist.

Nun seipg=750 hPa (=Hektopascal) und k=1 1 Berechnen Sie den Luftdruck in den

800(m
Ho6hen 100m, 500m und 1000m Uber dem StartpunkBia lauf ganze Zahlenwerte gerundet..
(3BE)

Berechnen Sie, in welcher Héhe h sich der Beigsr Gber dem Aus-gangsniveau befindet,
wenn das Gerét 720 hPa anzeigt. (3BE)

Erlautern Sie, weshalb und unter welcher Eingickung folgende Aussage gilt: Wenn in der
Hohe hq der Luftdruck pfig) herrscht, so herrscht in der Hohe lhg+€ annahernd der

Luftdruck p(h) = p(hg)[(1—k [¢). (3BE)

(Hinweis: Verwenden Sie die TangentengleichundAunkt Pglp(hg)). )

Gegeben sind die reellen Funktionen
X2
fk: X ?—ZX +k mitk I_IR\{O} ; ka = R
und
3
X 11
Fi X ——X2 +4X-§; DE=R.

Die Graphen der Funktionerg fund F in einem kartesischen Koordinatensystem éreif3
Gfk und G-.
Zeigen Sie, dass die Scheitelpunkte alleaPeln G+ K auf der x-Achse liegen. Geben Sie

die Wertemengd\Vy der Funktionf i in Abh&ngigkeit von k an. (5 BE)

Zeichnen Sie fur den Sonderfall k = 4 die dtsal Gf4 fir 0 < x < 8. Verwenden Sie

dazu eine gesonderte DIN-A4-Seite im Hochformat aeit x-Achse in der Seitenmitte.
Mal3stab auf beiden Achsen: 1 LE =1 cm. (3BE)

Zeigen Sie, dass flr einen geeigneten Went kalie Funktion F eine Stammfunktion
der zugehdrigen Funktiofi ist.

Bestimmen Sie aul3erdem das MonotonieverhaltenSd@mmfunktion F. Untersuchen
Sie, ob der GraplG E relative Extrempunkte besitzt. (6 BE)

Ermitteln Sie die Koordinaten des Wendepusktedes Graphen GE.
Welche besondere Eigenschaft hat dieser Wendepunkt? (4 BE)



1.2.3

1.2.4

125

1.3.0

13.1

1.3.2

Weisen Sie nach, dass sich die Grapl®ﬂ4 (k = 4) und GE im Punkt P(2;yp)
senkrecht schneiden und dass der Punkt P der einPignkt ist, den die beiden
Graphen gemeinsam haben. (9 BE)

Zeichnen Sie den Graphds g mit Hilfe bisheriger Ergebnisse und einer geeigmet

Wertetabelle fir 0<  x < 8 in das unter Teilaufgabe 1.1.2 beschriebene
Koordinatensystem ein. (5 BE)

Die y-Achse und die Graphe®f4 und GE begrenzen im I. und IV. Quadranten des
Koordinatensystems ein Flachenstick. BerechnerdigieMalzahl seines Flacheninhalts.
(6 BE)

Der GraptGg der reellen Funktion g: x> g(x); Dg = R mit

1
g(x) = Z(_XB + aX2 + bx+ Q schneidet die x-Achse an der Steltg) = 2

und hat den relativen Tiefpunkt T(4:5).

Bestimmen Sie den Funktionsterm g(x). (7BE

Mit den Angaben fuf 4(x) (k = 4) und F(x) aus 1.0 gilt fur den Funkticesm g(x) die
folgende Beziehung: g(x) 3[(f4(x) - F(X)) (Beweis nicht erforderlich).

Es seiXH die Abszisse des Hochpunktes H des Grapﬁi@. Beweisen Sie nur mit Hilfe

der eben genannten Beziehung ohne die Stellg¢ zu berechnen die folgende Aussage:
,An der StelleXH haben die Graphe6f4 und G g parallele Tangenten.”

Begrinden Sie auch ohne Rechnung, dass diese lglamal Tangenten nicht
zusammenfallen kénnen. (4 BE)

Der Kelch eines Eisbechers soll die Form
eines auf der Spitze stehenden gera
Kreiskegels erhalten (siehe Skizze des
Achsenschnittes; die Dicke  der  Glaswand
werde vernachlassigt). Die Langenmalizahl
der Mantellinie s des Kegels betragt 12.

Stellen Sie die Volumenmal3zahl V(h) des Kegels in
Abhéangigkeit von der Kegelh6he h dar und gebere Si
die DefinitionsmengeD \/

der Funktion V: h— V(h) an.

Weisen Sie nach, dass die Volumenmal3zahl V(h)hii= 4«/5 ihren absolut grof3ten
Wert annimmt. Zeigen Sie auf3erdem, dass in diesath dte LAngenmalizahlen von
Radius f und Hohe R des Kegels im Verhltnis/2 : 1 stehen.



1.0

111

1.1.2

1.1.3

1.2.0

1.2.1

1.2.2

1.3.0

3
(Mdgliches Teilergebnis: V(h) :T[(—% +48h) ) (11 BE)

Gegeben sind die reellen Funktionen

f x> f(x); Dy, =R

f (x)=£x3—kx+4 mit k>0 L kO R.
g

Der Graph einer solchen Funktiop in einem kartesischen Koordinaten-system wird mit
G¢, bezeichnet.

Bestimmen Sie die Koordinaten des WendepunWedes GrapherGfk und begrinden
Sie, dass der Punkt W Wendepunkt eines jeden Grapbe ist . (Teilergebnis:
Xy =0.) (4 BE)

Ermitteln Sie in Abhangigkeit von k die maxafen Intervalle, in denen die Funktid

echt monoton zunehmend ist. (5 BE)

Zeigen Sie, dass fur einen geeigneten Wen %odie Gerade mit der Gleichung
y =—-3X + 4 Wendetangente des zugehorigen Grapﬁie,g ist. (3 BE)

Setzen Sie fiur die folgenden TeilaufgabenXk =

Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktibp mit ihren Vielfachheiten und zerlegen Sie
den Funktionsternf5(X) in Linearfaktoren. (7 BE)

Geben Sie unter Verwendung bisheriger ErgedeniArt und Koordinaten der relativen
Extrempunkte des Grapheﬁ?)f3 an und zeichnen Sie diesen Graphen+i# < X < 3 mit

Hilfe einer geeigneten Wertetabelle.

Mal3stab auf beiden Achsen: 1 LE =1 cm. (7 BE)

Die Paraber ist der Graph der quadratischen Funktipn X > p(X) ; Dp =R. Die
Funkton p hat bei Xg=—-4 eine Nullstelle. Ihr Graph Gp
schniidet den Graphe@uf3 auf der y-Achse und hat in diesem Schnittpunkt Siteigung

m=—.

3
Fortsetzung s. nachste Seite



Fortsetzung A |

131

1.3.2

133

1.4.0

14.1

1.4.2

2.0

2.1

Bestimmen Sie den Funktionsterm p(x).

(Ergebnis:p(X) = —%Xz +:—]3'X +4) (6 BE)

Berechnen Sie die Koordinaten des Scheitétmsnder Parabel lgaund zeichnen Sie diese

Parabel fir— 4 < X < 3 in das vorhandene Koordinatensystem ein. (4 BE)

Die ParabéBpund der GraphG;¢ 5 schlieen im Il. Quadranten des Koordinatensystems

ein Flachenstuick ein. Berechnen Sie seinen Fldoheit.(5 BE)

Gegeben ist nun die Funkti®@t X > S(X) =f5(X) —t(x); Dg = R, wobei der Graph
G, die Tangente an die Parabeh@n der Stellexy = —4 ist.

Zeigen Sie, dass sich der Funktionsterm is(xler Form
1 14 8
s(x) ==x3 —=="x —= schreiben lasst. (4 BE)
4 3 3
Begriinden Sie, dass die Funktion s im Intkfvd; O] genau einéNullstelle hat . (6

BE)

Im Geometrie-Unterricht der 5.Klasse findet ein
Wettbewerb" statt. Jedes der Kinder erhalt ein c&tu L """"""""" [

Draht der Lange 15 cm. Durch rechtwinkliges

Aufbiegen je eines Stiickes der Lénge a an beideteEn &

soll daraus ein U-férmiges Gebilde entstehen. Denkt

man sich nun die beiden Drahtenden durch eine titisaze Linie verbunden, so erhalt man
ein Rechteck (siehe Skizze).
Sieger des Wetthewerbs ist dasjenige Kind, desseacht®ck den grof3ten

Flacheninhalt hat.

Stellen Sie die Mal3zahl A(a) der RechtecksféarhAbhangigkeit von a dar; bestimmen

Sie die Definitionsmeng® 5 der Funktion A sinnvoll.

(Teilergebnis:A (8) =15a - 2a?) (4 BE)



2.2

1

1.1

1.2
1.3

14

1.5

Berechnen Sie denjenigen Wert von a, fur dem Fdlacheninhalt den absolut grof3ten Wert
Amax annimmt. Bestimmen Sie auchpAx (5 BE)
X2 - m2
Gegeben ist die Schar reeller Funktiorfe: x = f, (X) = ————— mit reellen, positiven

Parameterwerten m und der Definitionsmenggd OR.

Bestimmen Sie die maximale Definitionsmerlgg, sowie jeweils in Abhéngigkeit von m
die Nullstellen, die Art der Definitionsliicke undasl Verhalten vorf 1, (x) bei Annaherung
an die Definitionsllcke. (9BE)

Ermitteln Sie die Gleichungen aller Asymptotier Graphen vonf y, .(4BE)

Untersuchen Sie, fur welche Werte von m Extranige des Graphen vop, Existieren.
(5BE)

x2 —10x + m?

(x-5)°
Nun sei m = 4. Bestimmen Sie mit Hilfe der Elbgésse aus Aufgabe 1.3 die Koordinaten
und die Art der lokalen Extrempunkte des Graphem Vi@ , und zeichnen Sie die
Asymptoten und den Graphen anhand geeigneter Famsiierte flr—8< X <16 in ein

kartesisches Koordinatensystem. (Mal3stab auf befddgrisen: 1LE = 0,5 cm; Platzbedarf
beachten) (9BE)

Der Grathf4 und die x-Achse schliel3en ein endliches Flachetkstiic. Berechnen Sie

(Zur Kontrolle: "y (X) =

die Mal3zahl des zugehorigen Flacheninhalts. (5BE)
(Hinweis: Zerlegen Sie den Funktionstergx) durch Polynomdivision)



2.1

2.2

In nebenstehendes Koordinatensystem ist der Gidgih

by
Exponentialfunktion g: x> € X und die nach unten \ -
gedffnete  Normalparabel mit Scheitelpunkt S(1]2) <
eingetragen.

Bestimmen Sie zunachst die rechte Schnitestéleider MMM
Graphen unter Verwendung des Newton-Verfahrens
naherungsweise (gerundet auf 3 Dezimalen), indeen Si /0 2 \

mit dem Startwert x = 3 beginnen und zwei
Iterationsschritte ausfuhren.

( Zur Kontrolle: Schnittstelle x=2,385)
Berechnen Sie den Inhalt der schraffierterckéauf drei Dezimalen. (4BE)
Fortsetzung nachste Seite

Fortsetzung Al

3.1

3.2

3.3

3.4

Bei der Behandlung einer akuten Virusinfektionrauein Medikament wird das folgende
mathematische Modell zugrunde gelegt: Fur die \liarzentration n (in Laboreinheiten) x
Stunden nach der Medikamenteneinnahme gilt

n(x) = 20@2x +1) & % mitx= 0.

Ermitteln Sie, in welchen Zeitintervallen nadter Einnahme des Medikaments die
Virenkonzentration zunimmt bzw. abnimmt. Berechn&ie die groldte auftretende
Virenkonzentration. (5BE)

Untersuchen Sie, wie sich die Einnahme des khdents langfristig auf die
Virenkonzentration auswirkt, wenn obige Gleichung.gverwenden Sie dazu die Regeln
von L Hospital. (3BE)

Zeigen Sie, dass 18 Stunden nach Einnahme @ekkisiments die Nachweisgrenze von=n
0,1 Laboreinheiten unterschritten ist. (2BE)

Die Ableitungsfunktion n"(x) der Virenkonzentian hat fiir x> 0 einen gréBten und einen

kleinsten Wert. Bestimmen Sie diese beiden Wertgxgh'und n’(x). Erlautern Sie die

Bedeutung des positiven der beiden x-Werte fur fenlauf des Graphen der Funktion n.
(7BE)



Nr.

Losungsvorschlag A ll

BE

1.1

Dm = IR\{5}; fir m #£5: Nullstellen: x =-m; X, = m; fur m=5: x= -5 einzige
Nst.

Faktorisierung: f(x) = (X =m)(x + m)

1.2

(x-9)
Fur m = 5: stetig behebbare Definitionsliicke an 8églle x = 5;
lim fg(x) =10.
X -5
>
Fur m #5: x = 5 ist Unendlichkeitsstelle. Fiur 0O<m<5 gik:_, 5 : fn(X)
<
- too,
>
fur m>5 qgilt: x 5 5: f(x) - F oo, dennim ersten Fall ist Z>0, im zweiten
<
Z<0.
.. . _ 2/ 2N _ 25—m2 .
Fur m#5 ist x=5 senkrechte Asymptote.“xn°):(x-5)=x+5+ 5 der

Graph von f, hat fur alle m die schiefe Asymptote mit der Gleiung y=x+5.

1.3

_ 2 _ 2 2 _ 2
F1(x) = (x=52x—(x=-m7) _ x*-10x+m* F(x)=0: x*-10x + NP =0
(x-5)? (x-5)2
einfache Nullstellen, falls D>0; 100-Aw» 0 - m’<25 < -5<m<5 und da
m>0 : fir 0< m <5 hat f Extrema.

1.4

m=4: - 10x + 16 = 0 = (x-2)(x-8)=0
An der Stelle x=2 VZW von f4(x) von +
nach -, also H(2/4)

An der Stelle x=8 VZW von f4(x) von - nach +, also T(8/16).

F 3 f(x)

NP~

| P
7l -

Z4

| X

A

15

Nullstellen: x = -4 ; x, =4 (vgl. 1.1)

4 4

[f4000x= [ (x +5+Xi_5)o|x:[%x2+5x+9|r1x—3]‘14 =8+20-In (& 28 M )%
-4 -4

= 4C-9In9 =20,2




2.1 -
€= -(x-1)*+2; ¢ (x)=€*+x*-2x-1; ¢ " (X)=-€"+2x-2; X+1= Xi — ¢,(X')
_ , ¥ (i)
i Xi ¢ (xi) ¢ (xi)
0 3 2,050 3,950
1 2,481 10,2770 2,878 -
2 2,385 0,01c
Nr. BE
2.2 X2 )
[ (-x“+2x+1-e Xydx = —%x3 +x2 +X +e7%]52 = 2,643
0 4
3.1 ny(x) — 2q2e—0,5X +( X + 1(_ O5e—0,5(] — 20%_ )9 e—0,5X
nnimmt zu fir 3-x>0, alsofur 0<x< 3 ; nfalltfur x > 3,
n(%) = 37,8 Die maximale Konzentration betragt 37 8bdoreinheiten. 5
3.2 lim n(x) =200Ilim 2x+1 =2001Iim 2 =0 (de L'Hospital)
X - 00 X — 00 @UrX X - 00 050X
Die Virenkonzentration geht gegen 0. 3
3.3|n(18)=2037€”= 0,091 < 0,1 Die Nachweisgrenze ist unterscritt 2
3.4|n"(x) = (10x-35)%>% n"(x)=0 = x=3,5; da das Vorzeichen von n"" durch den
Linearfaktor (10x-35) bestimmt wird und dieser b&i3,5 das Vorzeichen von|-
nach + wechselt, hat n” dort also ein Minimum: n5B=-6,95.
Da die Werte von n"(x) nur fur x<1,5 positiv undrf&<3,5 streng monoton
abnehmend sind, hat n” bei x = 0 das Maximum: r=@0). Als Extremstelle von
n” ist x=3,5 Wendestelle von n. 7
60
1.0 Gegeben ist die Funktion X %ex — 2X mit der Definitionsmenge D(f) = IR.
1.1 Untersuchen Sie das Monotonieverhalten des Bawon f. Schlielen Sie daraus auf die
Art des Extrempunktes, und berechnen Sie dessendioaten. (6BE)

1.2 Zeigen Sie durch Grenzwertrechnung, dass dieraGe mit der Gleichung
y = =2x Asymptote des Graphen von f flirx —oo ist, und geben Sie das Verhalten von
f(x) fir x - *ooan. (5BE)

1.3 Begrinden Sie mit den bisherigen Ergebnisseassdf genau zwei Nullstel-len besitzt.
Berechnen Sie einen Naherungswert fir eine Nullsiehdem Sie zwei Schritte des
Newtonverfahrens mit dem Startwerg=x 0 durch-fuhren. (7BE)

(Teilergebnis: x= 0,357)



1.4 Zeichnen Sie die Asymptote und den Graphen ¥amter Verwendung der bisherigen

Ergebnisse sowie geeigneter Funktionswerte fur <2x < 3 in ein kartesisches
Koordinatensystem (1LE=1cm). (5BE)

1.5Berechnen Sie die MalRzahl der endlichen Flactie, der Graph von f mit den

Koordinatenachsen im l.Quadranten einschliel3t,3aDezimalen. (4BE)

2.0 Nun ist die Funktion g mit der Funktionsgleicia g(x) = dIn(bx + C) +% mit D(g) LJ R

2.1

2.2

2.3

und a, b, cL/IR\{0} gegeben. Ihr Graph verlauft durch den PurFk(O%), hat dort die
Steigung 1 sowie an der Stelle x = -1 die Steiging

Berechnen Sie die Koeffizienten a, b und c. B
(Ergebnis:a=2,b=0,5,c=1)

Bestimmen Sie die grofitmogliche Definitionsmerigfg) und zeigen Sie aul3erdem, dass
der Graph von g in D(g) streng monoton steigt. (4BE

f(x) fur x<O
g(x) fur x=0

Stelle x = O stetig ist. Begrinden Sie aul3erdem, dass tedeSx;=0 eine Minimalstelle
von ¢ ist. (7BE)

Zeigen Sie, dass die Funktia’p:XH{ mit f aus Aufgabe 1 an der

3.0 Die Bundesrepublik Deutschland hat im Jahr 280fe Bevolkerungszahl von 82 Millionen

3.1

3.2

1.0

und eine Bevolkerungsabnahme von 0,1 % pro Jahe.M@mokratische Republik Kongo
hat im gleichen Jahr 52 Millionen Einwohner und eiBevdlkerungszunahme von 3,2 %
pro Jahr. Es soll vereinfachend angenommen werdass sich in den nachsten 30 Jahren
die Wachstumsangaben nicht verandern.

Erlautern Sie den Ansatz D(t) =L )t fur die Bevolkerungszahl in Deutschland

__1
100(
fur t>0. Zeigen Sie unter Verwendung der FormeP=eb|na, dass sich damit

naherungsweise die Beziehung D(t) 82 no’ 0001t ergibt, und entwickeln Sie

eine analoge Formel fur die Bevolkerungszahl K@sdongo. Dabei wird =0 im Jahr
2001 gesetzt und t in Jahren angegeben. (8BE)

@0,0315t)
Berechnen Sie, in welchem Jahr sich die Bewiilkg des Kongo im Vergleich zum Jahr

2001 verdoppelt haben wird und in welchem Jahr Hiewohnerzahlen von Deutschland
und Kongo gleich grol3 sein werden. (6BE)

(Teilergebnis: K(t) =52 no’

Einem Betrieb entstehen bei der Herstellungeeilvare Gesamtkosten, die von der
Menge des hergestellten Produkts (kurz: Produktreefygabhé&ngen. Beispiel: Die
Herstellung von 3 Mengeneinheiten (ME) kostet
30 Geldeinheiten (GE). (Zur Vereinfachung werdemn flie Berechnungen samtliche
Einheiten weggelassen.)

Um die Problematik mathematisch erfassen zu konmerd angenommen, dass die
Gesamtkosten durch eine ganzrationale Funktion ikeslr Grades beschrieben werden,

deren GraphGk durch die Punkte A(0; 3), B(1; 22), C(2; 29) und3® 30) verlauft. Fur
die Definitionsmenge der Funktion k gilDk = [0; 7].



1.1

1.2

1.3

1.4

2.0

Ermitteln Sie den Funktionsterm Kk(x). (8 BE)
(Ergebnis:k(x) = X3 - 9X2 +27x+ 3)

Zeigen Sie, dass die Funktion k auf ihrer gesambDefinitionsmenge echt monoton
zunimmt.

Welche Bedeutung hat dieses Ergebnis fur die Géksasten? (6 BE)
Bestimmen Sie den Punkt P des GrapHep , fur den Gk die geringste Steigung
besitzt. Begriinden Sie kurz, um welchen besondétenkt des Graphen es sich bei P
handelt. (4 BE)
Zeichnen Sie den GraphdBi beziglich Dk = [0; 7] mit Hilfe bisheriger Angaben
bzw. Ergebnisse und einer geeigneten Wertetabelle ein rechtwinkliges
Koordinatensystem.

Mal3stab auf der x-Achse: 1 cenl Mengeneinheit (ME);

Mal3stab auf der y-Achse: 1 cm10 Geldeinheiten (GE). (5 BE)
Die Ware wird zu einem Preis von 10 GE pro Mé&rkauft.

Es ergibt sich demnach als Erldsfunktion die lire&unktion
€:X—>10x; Deg = Dk =1[0; 71.

Der Gewinn bzw. Verlust wird durch die Funktion

g: x> e(x) —k(x); Dg = D beschrieben. Also gilt:

g(x) = - x3 + 9x2 - 17x - 3.

Fortsetzung s. nachste Seite

Fortsetzung A Il

2.1

2.2

2.3

3.0

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion ginden Sie die Ergebnisse falls nétig auf
zwei Nachkommastellen. (5 BE)
Zeichnen Sie den Graphe®¢ der Erlosfunktion e in das Koordinatensystem der

Teilaufgabe 1.4 ein und geben Sie mit Hilfe der &eiung und des Ergebnisses von
Teilaufgabe 2.1 diejenigen Intervalle an, in dere@m Gewinn (g(x) > 0) bzw. ein Verlust
(g(x) < 0) erzielt wird. (4 BE)

Bestimmen Sie jene Produktmenggx flr die der Betrieb den absolut grof3ten Gewinn
erzielt. Achten Sie auch auf die Rander der Defonismenge. (8 BE)

Durch Anderungen im Bereich der Produktion btgiich eine neue Kostenfunktion f mit
Df =[0;7], fur die gilt:



3.1

x3—9x2+27x+3 fur 0<x<3

f0=1",
ax~ +bx+ 66 fur 3<sx<7

mita, bO R.

Berechnen Sie a und b so, dass die Funktionnfdar Stelle )y = 3 stetig und

differenzierbar ist. Erlautern Sie, was die Ste&gkder Funktion f an der Stelleqx = 3
im Sinne der vorliegenden Thematik bedeutet.

(Teilergebnis: a = 4; b = 24)

3.2

Zeichnen Sie den Graphddf der Funktion f mit Farbe in das Koordinatensystems

(10 BE

1.4 ein und berechnen Sie die MalRzahl des Flacheis der Flache, die von den

GraphenGk und G zwischen den Stellenx= 3 und x2 = 7 eingeschlossen wird.(10

BE)

Aufg. All BE
PEELCE axS+bx2+cx+d; k(0)=3: k(1) =22 k(2)=29: k(3)=230> k(x) :
. K'(x) =32 -18¢+27; Dyr=10; 7[; k'(x) =0 = X1 2=3
' Da Gy eine nach oben geotffnete Parabel mit Scheite(®g0) ist, gilt k'(x) > O fur
x ]0; 3[ sowie fur x ]3; 7[; k ist stetig= k ist in Dk echt monoton zunehmend. 6
Bedeutung: Mit zunehmender Produktmenge x nehmerGdisamtkosten zu.
1.3 Aus (1.2): Geringste Steigung null fir x = 3% P(3; 30) =D 4
Da sich bei P das Monotonieverhalten nicht andsttP ein Terrassenpunkt vonG
1.4 Wertetabelle, Graph (5 5
2.1 - x3+ 9x2 - 17x - 3 = 0; x1 = 3; Polynomdivision; - x2 + 6x + 1 = 0;
X2 =3-410=-0,160 Dy x3=3 +10 = 6,160 Dy 5
2.2 Graph G 4
Gewinn fur 3 < x <6,16; Verlust fir & x < 3 sowie fir 6,16 <x 7
23 g(x)= —3x2 +18x -17; g"(x)=-6x+18; Dg=Dg"=10;7[; g'(x)=0=
X1 :% =483 U Dg; g"(xp <0; relatives Maximum bei x
X2 :% =117 O Dg; g"(x2) > 0; relatives Minimum bei %.
8

Da g differenzierbar ist, gibt es noch ein Randnmaxim bei g = 0 mit g(0) = -3

sowie ein Randminimum beigx= 7 mit g(7) =-24.
9(x1) = 9(x\m) = 12,17. = Absolutes Maximum fdr y; = 4,83.




3.1 lim f(x) =30; f(3)=Im f(x)=%+30+66
< >
X -3 X -3
2 .
£1(x) = X< -18x+27 fur0<x<3
2ax+Db fir 3<x <7
im f'(x)=0; Ilimf'(x)=6a+b
< >
X -3 X -3 10
(1)9a+ 3b +66 =30
(2)6a+ b =0; b=6ain(l);: 9a18a=-36; a=4; b=—24
Die Stetigkeit bedeutet, dass eine kleine AnderdagProduktmenge im Bereich vor
X = 3 nicht zu einer sprunghaften Anderung der Kosfighrt.
Aufg. All BE
3.2 Wertetabelle, Graph &
7 7 5 3 5 1 10
A= [(f(X)=k(x))dx = [(4x“ —24x +66-X" +9x“ —27x - 3)dx = 21=
3 3 3
60
1.0 Gegeben sind die reellen Funktionen
fi:ix=>f(x); Dy, =R
__1. 3 2 .
fi (X) __Z(X +kx°—2kx—8) mitk 0 R.
Der Graph einer solchen Funktiog ih einem kartesischen Koordinatensystem h@}E .
1.1.1 Zeigen Sie, dass)x 2 fur alle Werte von k eine Nullstelle vory fist und zerlegen Sie
damit den  Term f,(X) in ein  Produkt mit genau  einem
Linearfaktor. (5BE)
1
(Mdgliches Teilergebnisf, (X) = _Z(XZ +kx +2x +4)(x — 2))
1.1.2  Untersuchen Sie, fur welche Werte von k dimi&ion f,, neben x = 2 noch mindestens

eine weitere Nullstelle besitzt. Achten Sie dahatlaauf die Sonderfalle k =6-und k = 2.
(9 BE)




113

1.2.0

121

1.2.2

123

Berechnen Sie nun k so, dass die Funktjphdi X, = —2 eine doppelte Nullstelle hat.
(3 BE)

Fur die Aufgaben dieser Gruppe gilt k = 2.

Bestimmen Sie Art und Koordinaten samtlichelativer Extrempunkte sowie die
Koordinaten des Wendepunktes des Grapﬁ?e,rzl . (9 BE)

Zeichnen Sie den GraphéElf2 fur -4 < x £ 2,5. Verwenden Sie dazu die bisherigen
Ergebnisse und berechnen Sie zusétzlich die Fungtiertef ,(—4), f2(0) undf, (25).

Mal3stab auf beiden Achsen: 1 LE =1 cm. (5BE)

Der GraphGs  besitzt zwei Tangentett; und t,, die parallel zur Winkelhalbierenden
des ersten und dritten Quadranten verlaufen. DigiBepunkte dieser Tangenten mit dem
Graphen Gy, heil3en B, und B,.
Der weiter rechts liegende Beriihrpunkt wird rid§ bezeichnet.

Ermitteln Sie die Koordinaten der Punkt&, und B, sowie die Gleichung der Tangente

t;. (Teilergebnis:t; hat die Funktionsgleichungy = x + 2) (7 BE)

Fortsetzung s. nachste Seite

Fortsetzung Al

124

13

Die Tangente t; schlieBt mit dem Graphen sz zwischen den Stellen
X2 = -2 und »3 = 0 ein endliches Flachenstick ein. (Zwischersdiebeiden Stellen gibt

es keinen Schnittpunkt voty und sz )

Zeichnen Sie die Geradg in das vorhandene Koordinatensystem ein, schreffiSie das
oben beschriebene Flachenstick und berechnen&Malizahl seines Flacheninhalts. (6
BE)

Gegeben ist nun die reelle Funktion

—%‘r(x‘°’+2x2 ~4x -8) firx<0

ax+b furx>0

X a, bl R.

Berechnen Sie a und b so, dass die Funktion g an $telle )3 = 0 stetig und
differenzierbar ist. (7 BE)



2.0 Ein Kino hat bei einem Eintrittspreis von DM ,20durchschnittlich 200 Besucher. Man

schatzt, dass bei einer Erhéhung des Eintrittspeeism DM 1,-- die urspringliche
Besucherzahl um durchschnittlich 10 abnehmen woed,einer Erhdhung um DM 2,-- um
20, bei einer Erhéhung um DM 3,-- um 30 usw.. (2dereinfachung werden fir die

Berechnungen samtliche Einheiten weggelassen.)

2.1 Die zu erwartenden Einnahmen in Abhangigkeih\der Preiserhbhung x lassen sich mit

Hilfe einer differenzierbaren Funktion E beschreibe
Ermitteln Sie den Funktionsterm E(x). Geben Siehaeme sinnvolle Definitionsmenge

D¢ an, wenn man als Grundmenge R wabhlt.

(Teilergebnis:E(X) = 2000+ 100x —10x?) (4 BE)
2.2 Berechnen Sie den Eintrittspreis so, dass den&hmen den absolut grol3ten Wert
annehmen. (5 BE)

1.0

11

1.2

1.3

1.4

2.0

2.1

2.2

In einem kartesischen Koordinatensystem sind diertebF: X5 + 7X3+5=0 sowie
die Punkte A(2]312),B( 3|7 |-5)und S(1|5t3) gegeben.

Begrinden Sie, dass die Punkte A, B und S eine Elestlegen. Bestimmen Sie je eine
Gleichung von E in Parameterform und in paramegseir Darstellung.

[MéglichesTeilergebiis fiir E: xq + 2x5 +3x3 —2=0| (6BE)

Berechnen Sie die Koordinaten des E@un_ktes C Steecke [BC], wenn S auf de
Strecke [BC] liegt und diese im VerhaltnBS :SC=1: 3 teilt. (4BE)

Geben Sie die besondere Lage der EbEnm Koordinatensystem an. Ermitteln Sie e
Gleichung der Schnittgeraden s der Ebenen E und F. (5BE)

Weiter sind die EbeneH, @ 2X1 —Xo + (M —27)x3 —29=0 mit mOR gegeben.
Ermitteln Sie mit Hilfe des GauBdgorithmus die Anzahl der gemeinsamen Punkte &

drei Ebenen E, F undd , in Abhangigkeit von m. (5BE)
O 0 a

Gegeben ist nun die MatribA =| b 0 O | mit a, b, cLJIR{0}.
O cO

Berechnen SieA2=A[A und zeigen Sie, dass gillﬁ.\3:A2 [A =(abc) E, wobei E die
Einheitsmatrix ist. Folgern Sie daraus, was sich A]7ergibt. (6BE)

Nun werde die Matrix A als Inputmatrixnterpretiert, die die Verflechtung von dr
Sektoren I, Il und Ill beschreibt. Erlautern Siejensich die besondere Gestalt von A
der Vefflechtung der Sektoren auf3ert, und ermitteln Sie,Welche Werte von a , b und



jede beliebige Nachfrage am Markt befriedigt werd@mn. (6BE)

1
2.3 Nun wird das lineare Gleichungssystem (A+2)DZ =| 1| betrachtet. Untersahen Sie

durch eine Rangbetrachtung, welche Loésungsmenge @dsichungssystem in

Abhéangigkeit von a, b und c besitzt. Geben Sieldisungsmenge fur a = -1, b; und

2
c=2an. (8BE)
1.0 Gegeben sind im8® die Vektorenu =| =2 |, v = 1 |{undw =| m | mit mOJ3 sowie

2 -1 1

die Punkte A(1|4|-2)undB(2]0|5).

1.1 Ermitteln Sie, fur welchen m-Wert die drei Vekén l_j, Uundv_\; keine Basis des
Vektorraumes bilden. (4BE)

1.2Im Folgenden seim=2. Stellen Sie eine parameterfreie Gleichung der rigbe
E: ; =6A+ r D\?+S DX/ auf, und berechnen Sie die Koordinaten des Scpuitktes
von E mit der Geradey: ; = SB+ k D_j (r, s, KLI3).
(Mogliches Teilergebnis E: 3% 5x; + X3 +19 = 0) (8BE)

1.3 Bestimmen Sie eine Gleichung der Schnittgeraden Ebene E und der Ebene F:
—2X1*+ X9 +4x3-8=0 (5BE)

2.0 Gegeben sind die Punkte P(2 |2 ]1), Q(48||1) und R(3 |9 ]| 1), die nicht auf einer
Geraden liegen.

2.1 Ermitteln Sie die Koordinaten aller drei Punki®, D> undD3, so dass die vier Punkte
P, Q, RundD; mit 1<i <3 je ein Parallelogramm bilden. (6BE)

2.2 Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes Fy flen gilt: FQ=2[PF.
Beschreiben Sie die Lage von F beziglich P und Qage (5BE)

2.3 Untersuchen Sie, wie viele Losungen das linear&leichungssystem
kq (PQ+ ko [QOR+ k3 [(PR=0 mit kq, ko, k3 IR besitzt, und folgern Sie daraus

eine Aussage fiir die 3 VektoreRQ,QR und PR. (4BE)



3.0

3.1

3.2

1.1

1.2

2.1

2.2

2.3

Drei Abteilungen I, Il und Ill einer Firma sindach dem Leontief-Modell miteinander
02 0 025
verflochten. Gegeben ist die zugehdrige Inputmaix=| 02 01 O
02 025 02

Welche Nachfrage kann befriedigt werden, weiinden né&chsten Planungszeitraum der
(75

ProduktionsvektorXx = 100 | gegeben ist? (3BE)
80

Eine Anderung des Produktionsverfahrens bewimkfAbteilung 11l die Halbierung des
Eigenverbrauchs und eine Verdnderung der Lieferrmeran Abteilung Il. Die
Produktionsmengen in Abteilung | werden erhéht, dex Abteilungen Il und Il bleiben

52
bei 100 ME bzw. 80 ME, der erwartete Nachfragevekisi ¥ =| b |. Berechnen Sie
34

das veranderte Elemeng,ader Inputmatrix, die Komponente b des Nachfragdwek und
die in Abteilung | produzierten Mengeneinheiten. BEO)

Im Vektorraum der (2,2)-Matrizen bezuglich dedidhen Verknupfungen ,+“und s “

. (1 4
ist die Matrix A—( 0 3 jgegeben.

Berechnen Sie die Matrizeh2 = A [A und AS=AZ[A . (4BE)

Zeigen Sie, dass die zwei Matrizen A ur'de2 linear unabhangig sind, die drei Matrizen
A, A2 und AS jedoch linear abhangig sind. Stellen Sie die MatriA 3als

Linearkombination der Matrizen A uné\2 dar. (7BE)
7 4 0

Im geometrischen Punktraum de$ #nd die EbeneEq:X=|2|+kl 1 [+m 1|,
0 -2 2

sowie in Abhangigkeit vonldR die Ebenen

Es 14Xy +3X3 -S=0 und Eg:Xq+2X>o +SZX3 -5=0 gegeben,

0 2
Zeigen Sie, dass die Gerade g mit der Gleichthg| O |+r| 1| in E; enthalten ist.
3 0
(5BE)
Bestimmen Sie in Abhangigkeit vonldRdie Koordinaten des Schnittpunktes vop it
der Geraden g. (3BE)
Ermitteln Sie eine Gleichung von B Koordinatenform. (4BE)

(Mogliches Ergebnis fUlE] : X1 — 2Xo + X3 —3=0)



2.4

2.5

2.6

Stellen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrikir das Gleichungssystem zur
Untersuchung der gemeinsamen Punkte der EbdngrE> UndE3 auf. Untersuchen Sie
durch eine Rangbetrachtung, fir welche Werte valas lineare Gleichungssystem genau
eine, keine oder unendlich viele LOsungen besitzt. (7BE)

Geben Sie die Losungen des Gleichungssystem#\atgabe 2.4 fir s = —1 sowie fur s =
2 in vektorieller Form an. (5BE)

Setzen Sie nun s = —-2. Begrinden Sie, welcheddel skizzierten Lagen in diesem Fall
die drei Ebenen zueinander einnehmen. (5BE)

fo F P

Nr.

7 /) -1 Lq,{tl/gshmwelse Bl BE

1.1

A2 1V4 1 4 1 16 A AT A= (1 52)

0303 09 0 27

1.2

KA+IAZ+mA3=0, ,
11 1 0 1 1 1 0 1110
. 4 16 52 0 0 12 48 0 0140
fihrtzu)s 9 0 o|~|0o 6 24 0/~|0 0 0 O
3 9 270 0 0 0O 0 00O
Da die ersten beiden Spalten offensichtlich keinelf&chen voneinander sind
sind die Matrizen A und Alinear unabhangig.
Rang M = 2<3, also sind A, Aund A® linear abhangig; z.B. m=1 ergibt I=-4, |7
k=3, also A= 4A*3A.

2.1gn Ey:
4 0 -2 -7\ (4 0 -2 -7\ (4 0 -2 -7\RangA=RangAgpy =2
1 1 -1 -2|-|0 4 -2 -1{-|0 4 -2 -1| LGShatw vieleLsgen.
-2 2 0 3 08 -4-2) (00 0 0) gistinEjenthalten |5
2.2

gn Ep: 4r+33-s=0; rzs%‘rg; S(529|59 3).

2.3

4 0 x1-7 1 1 X2 —2 1 1 X9 =2
1 1 x2-2|-]0 -4 X1-4x2+1|- |0 -4 X1 —4x2 +1
-2 2 X3 0 4 2Xxp2+x3-4 0 0 x1-2x2+x3-3
Also: Ep: X1-2Xo+Xx3-3=0.

2.4

1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3
0O 4 3 s|-|0 4 3 s|-|0 4 3 S

1 2 25 0 4 2-12) 0 0 s2-4 2-s
RangA=3< sIR\{-2;2}. Das LGS hat genau eine Losung.

s=2: RangA=2=Rangi.<3. Das LGS hat unendlich viele Losungen.
s=-2: RangA=2<Rangé.~=3. Das LGS hat keine L&sung. 7

2.5

1 -2 1 3 1 -2 1 3
s=-1 |0 4 3 -1];X3=-1;%=0,5;%=5.5=2:|0 4 3 2|;wahlt man
0O 0 -3 3 0O 0 OO
4 - 25

X3=Kk, so erhalt man:fl—§k;xlz4—§k, alsox=|05|+k| -075|, kOIR.
2 4 2 0 1

2.6

Fall a) scheidet aus, denn das zu s=-2 gehdrige h&Sach 2.4 keine Lsg.




Fall b): E1 n E»p (Cl) _42 % _32) LGS hat Loésungen, also,lBicht parallel
E..
E1n Eg:G _22 i gj - ((1) _42 :13 :23) LGS hat Lsgen, also #nicht

parallel &; E3 n EZ:((l) 421 g _52) LGS hat Lsgen, alsoghicht parallel k. | g

Fall b) scheidet also aus, deshalb kann nur Fatlatig sein.

40
> =

1.0

11

1.2

2.0

2.1

2.2

2.3

3.0

3.1

. 1 0 -3 . (-3
Gegeben ist das lineare Gleichungssystd Ab mitA={1 2 -k |undb=| 1
2 k -26 10

sowie KJIR .

Untersuchen Sie durch eine Rangbetrachtungwéiiche K IR das Gleichungssystem keine,
genau eine oder unendlich viele Losungen besitat, geben Sie fir k = 8 die Losungsmenge
an. (10BE)

Interpretieren Sie die Spalten der Matrix A ¥ksktoren desIRs.WeIche Aussage ergibt sich
aus Aufgabe 1.1 Uber die lineare Unabhangigkegeti&/ektoren? (3BE)

Nun wird die Matrix B :G) a betrachtet.

Ermitteln Sie die Menge aller (2,2)-Matrizen Bir die gilt: B[D =D I[B. Geben Sie

sodann ein Beispiel fur eine Matrix C an, fur dige dMatrizenmultiplikation BC nicht
kommutativ ist. (7BE)

Bestimmen Sie die reellen Zahlen und 3, fur die gilt: B3=q [B+B$2. Hierbei ist
BZ=BIB. (4BE)

Nun sei n eine beliebige, natirliche Zahl. geh Sie aus dem Vergleich voIB2 und 83

eine Beziehung fur die MatrixB". Uberpriifen Sie Ihre Vermutung durch Berechnen von
B"*l=pgB". (3BE)

In einem kartesischen Koordinatensystem kl%gsind die Punkte Q(B[L|4) und R(0|518)
gegeben.

Begrinden Sie, welche besondere Lage die Gegilem Koordinaten-system besitzt, und
berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes@®@ mit derX1X3-Ebene. (4BE)



3.2

3.3

11

1.2

1.3

1.4

15

3.1

Untersuchen Sie, ob es eine Ebene E gibt, dte @Gerade QR und die Gerade mit der

0 2
Gleichung von E auf. (6BE)

Ein Objekt bewegt sich ohne Richtungswechsd kainstanter Geschwindigkeit auf der
Geraden QR. Es startet in Q und erreicht 10 Sekorgggiter R. Berechnen Sie, in welchem
Punkt es sich 45 Sekunden nach dem Start befindet. (3BE)

3 0
Gleichung X =[Oj+r[—1j mit rLIIR enthalt, und stellen Sie ggf. eine parametéefre

Im R® sind die Punkte P(1|-5]-2) und Q( 2 | -B|)-sowie die Geraden:h

-3 2
X=|-9(+k 12 | mit kLR und d_/Rgegeben.
5 -4-a
Durch P und Q ist eine Gerade g festgelegt.dusuchen Sie, ob eine Geradgplarallel
zu g verlauft. (4BE)
Bestimmen Sie denjenigen Wert a, fur den diggehbrige Gerade jhdie Gerade g
schneidet. Berechnen Sie auch die Koordinaten a@ési@punktes S. (7BE)

( Teilergebnis: S(—~9|—-45|8))

Berechnen Sie das Teilverhaltmisaus der Gleichund®S= A [5Q. Erlautern Sie damit
die Lage des Punktes S beziglich der Punkte P ufdBE)

Die Ebene E enthalt die Geraden g ung (also a = —3). Ermitteln Sie eine Gleichung
von E in Koordinatenform. (5BE)
( Ergebnis: 8x— X+ 4x3—5=0)

Geben Sie die Koordinaten je eines Punktesdamufxx,-Koordinatenebene bzw. auf der
X1Xz-Koordinatenebene an, der gleichzeitig in E aberhhiauf einer Koordinatenachse
liegt. (4BE)

Drei Firmen A, B und C sind nach dem Leontiefmddaiteinander verflochten. Die
gegenseitig und fur den Markt erbrachten Leistungeenden in Verrechnungseinheiten in
folgender Tabelle zusammengestellt:

A B C Markt
A 0 60 8 332
B 100 0 54 146
C 80 48 0 72
Stellen Sie die Inputmatrix auf. Bestimmen Sie pamigen Produktions-vektoX, der
304
zum Nachfragevektol = %g% gehort. (8BE)

Im Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner odégich 2 sind die Elemente;p x* +
X —2 , p=- x>+ 4x und p= 3x + 5 gegeben.

Begrunden Sie, dass{p,, ps} eine Basis des Vektorraums bildet. (4BE)



3.2 Berechnen Sie die Koordinaten des Elements ¢ —8x —5 beziiglich dieser Basis.
(4BE)

Nr. Lésungshinweise B | BE

11 =
1 1 1 2 ” .
g: X:[—5J+{4J :g|lh = [4J:m{ 12 J -~ m=1  Widersprut!
2 a

3 keineParalleleug |4

— — — _4_
1.21/1 1 -3 2 1 -2 - 1 -2 -
=5|+r 4 |=|-9|+k| 12 |fuhrtzu| 4 -12 -4|-|0 -4 12
-2 -1 5 -4-a -1 4+a 7 0 2+a 3
1 -2 -4
-0 1 -3 ; eine Lsg. fur a=-3 ; k=-3 eingesetzt: S(-9| 85|
0 0 -36-12a 7
1.3(/-10 11 — S liegt aul3erhalb
-40(=A[) 44 | - )\:_—110. S P Q von [PQ]auf
10 -11 der Seite von P. |4

-1

1 2 x4-1 1 2 X1 -1
4 12 X2+5 10 4 —4X1+X2+9 —
-1 -1 X3+2 0 1 Xp+x3+1
Damit erhalt man E: 8xx>+4x3-5 = 0.

14 1 1 2
E: X :{-5} + r{ 4 } + k{lzl; Umwandlung in Koordinatenform durch Gaul3-
2 —

(o NoN

2 Xl—l
4 —4X1+X2+9 .
0 8xy—Xp+4x3-5

1.51x3=0 in E ergibt 8%-x,-5 = 0; also z.B. T(1|3|0). Analog: I(1|0|—%). 4
2 400 Xii 0 02 004
% =| 300 ;A:(a,-):(x—!j;A: 025 0 027]; Ansatz: y=(E-A)X
200 j 02 016 0
1 -02 -004 304) (1 -02 -004 304
-025 1 -027 192| |0 095 -028 268 |-
-02 -016 1 256 |0 -02 0992 3168

1 -02 -004 304
0 095 -028 268 |, also»%=400, %=400, x=400.

0 O 08864 35456

8
3.1 1 -10 1 -1 0 1 -1 0
k1p1+k2p2+k3p3:O: 1 4 3|50 5 3|50 5 31;
-2 0 5 0O -2 5 0O 0 31
RangA) =3 4
Vekt. linear
unabhangig
Da die Dimension des VR 3 ist, bilden die Vektoreine Basis.
32|11 -1 009 1 -1009 1 -1 0 9 X1 =5
1 4 3-8/-|0 5 3-17|-|0 5 3 -17| x,=-4 bzgl. B.
-2 0 5-5 0 -2 513 0O 0 3131 x3=1 4
40

> =




1.0 In einem Kkartesischen Koordinatensystem ist Benkt A, (3-m | m-1 | m-2) in

1 -3
Abhangigkeit von mJIR sowie die Gerade): X = [1} + r( 0 J mit rL/IR gegeben.
0 2

1.1  Untersuchen Sie, fir welchel.tiR durch die Gerade g und den Purft,, eine Ebene E

festgelegt ist. (3BE)
1.2 Stellen Sie fur m = 3 je eine Gleichung der dBle E in Parameterform und
parameterfreier Darstellung auf. (5BE)

(Mogliches Ergebnis: 81 — X2 + 3X3 -1 =0)
1.3 Nun sind die Punkte P(3| 42) und Qg (1-2a| a2 |a+2) mit &JIR gegeben. Bestimmen

Sie a so, dass die Ebene E die Streck@[R halbiert. (5BE)
4 2 0 2
2.0 Gegeben ist die MatriMp =| 1 3 —2 | undder Vektore=| —1 | mit bLJIR.
01 b 1

2.1 Bestimmen Sie k und b so, dass die Gleichivhg [€=k [& mit kLR erfullt ist. (4BE)

2.2 Untersuchen Sie anhand einer Rangbetrachtung, welche Zahlen b das
GleichungssystenM | [X =& genau eine bzw. keine Lésung besitzt. (5BE)

3.0 Die drei Abteilungen F, G und H eines Unterna&m® sind nach dem Leon-tief-Modell
miteinander verbunden (Angaben in Mengeneinheité&t):M

F G H Markt
F 20 3 2 15
9 6
H 3 0 3
3.1 Bestimmen Sie die Inputmatrix A. (3BE)

3.2 Es wird eine Produktionserhéhung in Abteilungum 20 und in Abteilung G um 30
Einheiten bei gleichbleibender Produktion in H vesghlagen. Beurteilen Sie anhand

des neuen Marktvektors, ob dies moglich ist. (3BE)
20
3.3  Berechnen Sie zum Marktvekt&r=[ 5 Jden Produktionsvektor. (4BE)
2

3.4 Nun soll Abteilung F die Produktion auf 60 MEhR&®hen und die Abteilun-gen F und G
sollen jeweils mindestens 20 ME an den Markt abgeb$8tellen Sie die drei sich

ergebenden Bedingungen in einexpX3-Koordinatensystem @< x» < 80) dar, und

kennzeichnen Sie den Bereich fiur die zugehoérigerodBktionszahlen in den
Abteilungen G und H. (8BE)
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2.1

2.2

Stochastik

Eine Bergsteigergruppe will am Wochenende dinar unternehmen. Der Wetterdienst
sagt fur Freitag eine Regenwahrscheinlichkeit voi40Q fir Samstag von 0,05 und fur

Sonntag von 0,65 voraus.

Stellen Sie mit Hilfe eines Baumdiagramms dietWrkonstellationen fur die drei Tage
geeignet dar und berechnen Sie die Wahrscheinlitttkealler Elementarereignisse.

Runden Sie diese Wahrscheinlichkeiten auf dreil&tehach dem Komma. (5 BE)

Die ZufallsgroRe X gibt die Anzahl der Tage rRiegen unter den drei Tagen an. Stellen
Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufali$@e X in Tabellenform dar. (2
BE)

Die Gruppe will die Tour starten, wenn die Nvscheinlichkeit, an mindestens zwei

aufeinander folgenden Tagen keinen Regen zu habemestens 0,9 betragt.

Weisen Sie rechnerisch nach, dass bei deiregenden Wetterprognosen die Tour nicht

unternommen werden kann. (3BE)

BerechnenSie, wie grol3 die Regenwahrschéikdit fiir Sonntag hochs-tens sein dirfte,
damit die Tour gestartet werden konnte. Die Regdmaeheinlichkeiten flr die beiden

anderen Tage seien dabei unveréandert.(4 BE)

Im kommenden Winter will die Bergsteigergrupp@ Tage in den Rocky Mountains
verbringen. Zu dieser Zeit schneit es dort erfalgagemaf an durchschnittlich 12 von 30

Tagen.

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, mindestaie erste Woche ohne Schneefall zu
erleben. (3 BE)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mindesteitage ohne Schneefall zu verbringen.
(4 BE)

Fortsetzung s. nachste Seite

Fortsetzung Stochastik



2.3.0
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2.3.2

2.3.3

3.0

3.1

3.2

3.3

Bei ihrem Aufenthalt hat die Gruppe tatsachlnur zwei Tage mit Schneefall erlebt.
Damit stellt sich die Frage, ob die wenigen Tage ®chneefall womoglich auf eine
Wetteranomalie zurtckzufiihren sind. Deshalb wird 2@ tagige Aufenthalt als Rahmen
fur einen Signifikanztest herangezogen. Man istelierdie Nullhypothese ,keine
Wetteranomalie®, also = 0,4 , beim Auftreten von mehr als zwei Schnekdaen

anzunehmen.

Beschreiben Sie mit eigenen Worten, worinddeser Thematik der Fehler 1. Art besteht.
(2 BE)

Berechnen Sie nun die Wahrscheinlichkeitdén Fehler 1. Art mit den obigen Angaben.

Geben Sie dazu auch die TestgroRe, die Art dessTasie Nullhypothese und die

Gegenhypothese an. Begrinden Sie vor dem Hintedgrdas Ergebnisses dieser

Rechnung, ob die zwei Tage mit Schneefall noch,atsmal” betrachtet werden kénnen.
(6 BE)

Bestimmen Sie den grol3tmoglichen Ablehnungsble der Nullhypothese, wenn ein

Signifikanzniveau von 5 % vorgegeben wird. (2 BE)

Eine Firma mdchte wissen, wie stark Bergsteigaten vom Hersteller neu entwickelten
Pullovern und Anoraks schwitzen und stattet 68 pestonen jeweils mit diesen
Kleidungsstiicken aus. 10 Testpersonen gaben arGiaifiel zwar einen nassen Anorak,
aber einen trockenen Pulli gehabt zu haben. Insgesaren bei 40 Personen die Pullis

nass, aber nur bei 5 waren beide Kleidungssttickete

Interpretieren Sie die daraus ermittelten relativelaufigkeiten im Folgenden als

Wahrscheinlichkeiten.

Bestimmen Sie mit Hilfe einer VierfeldertafeledWahrscheinlichkeit dafur, dass ein
zufallig ausgewahlter Bergsteiger mit diesen Klerdgocken auf dem Gipfel steht. (4
BE)

Prifen Sie durch Rechnung, ob die Ereignisse,Ber Pulli ist trocken® und B: ,Der
Anorak ist trocken* stochastisch unabhangig sind. (3BE)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, sdagi einem beliebigen Bergsteiger
mindestens eines der beiden Kleidungssticke trobkeht.
(2 BE)



/R@
=

e
Kﬁiﬁé

Wi RRR RRR RRR RRR RRR RRR RRR RRR

P({w}) 0,005 |0,002 | 0,086 | 0,047 | 0,028| 0,015 0,531 0,286

(5BE)
1.2
X 0 1 2 3
P(X=x) | 0,286 | 0,593 | 0,116 | 0,005
(2 BE)
1 3.1 P{RRR.RRR,RRR})= 0,047+ 0531+ 0,286= 0864< 09 (3BE)
1.3.2 Regenwahrscheinlichkeit fir Sonntag: x
P{RRR,RRR,RRR}) = 014[095[ (1-x)+ 086[095[1
= 0,133-0,133x + 0,817
=0,95-0,133x
0,95-0,133x= 0,9 = x < 0,376 (4BE)
Die Regenwahrscheinlichkeit fir Sonntag durfte h€iens 0,376 betragen.
2.1 P(Schnee)=0,4
P(E) = (06)’ [1= 0,028 (3BE)
2.2 P(E) = P(Tage ohne Schneg) = P(Tage mit Schneie 13)
Bernoulli: p =0,4; n =20; k1 13
13
P(E) = ¥ B(20;,04;1) = 0,99353= 099 (4BE)
i=0

2.3.1 Der Fehler erster Art besteht darin, dass mhi@Nullhypothese ablehnt, obwohl sie
richtig ist. Man nimmt also an, dass eine Wettenanadie vorliegt, obwohl dies nicht der
Fall ist. (2BE)

2.3.2 TestgroRe T: Anzahl der Tage mit Schneefall
Art: Einseitiger (linksseitiger) Test
Ho:po=0,4;H1:p<0,4
Annahmebereich von §i {3; 4; ...; 20}
Ablehnungsbereich von @i {0; 1; 2 }
a'=P(TO 2)=0,00361. (6BE)
Daa' verschwindend klein ist, kann man die nur zweg€&anit Schnee wohl nicht mehr
als ,normal“ bezeichnen.



2.3.3 P(TO k) [0 0,05

Aus Tabelle: ki1 3
Ablehnungsbereich der Nullhypothese: {0; 1; 2; 3} (2BE)

3.1 Vierfeldertafel

nasser Anorak | trockener Anorak
nasser Pulli 5 35 40
trockener Pulli 10 18 28
15 53 68
P(E) = 1—8 = 3 = 0,265 (4BE)
68 34
28 7
32 P = —=—
&) 68 17
53
P =—
() e
9 7 B5—3
P(Eq1 n E2)=P(E)=— % —
E1nE2)=PE) =2, %17 e
E1 und B sind stochastisch abh&angig. (3BE)
5 63
33 P =1-—=— =0,926 2BE
&) 68 68
(40BE)

1.0 Eine Urne enthélt 8 Kugeln, von denen je eineder Ziffer 0 bzw. 3 sowie je drei mit der Ziffed

bzw. 2 beschriftet sind.

1.1.0 Spiel | besteht darin, aus der Urne zufall@einzelne Kugelmit Zuriicklegen zu ziehen. Folgende

Ereignisse werden betrachtet:
E:: ,Es wird genau zweimal oder genau dreimal dief@i gezogen.*”

E.: ,Es wird mindestens dreimal die Ziff@gezogen.”

1.1.1 Begrinden Sie rechnerisch, ob es flr eingal&pglnstiger ist, auf das Ereignis &ler auf das
(4 BE)

Gegenereignisgl Zu wetten.
1.1.2 Vereinfachen Sie den folgenden AusdruckcHBein Sie Ein umgangssprachlicher Form aus und
berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit B(E

E,=E,0E,. (3 BE)



1.2.0 Spiel Il besteht darin, aus der Urne zufdl@Kugelnmit Zurticklegen zu ziehen.

1.2.1 Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit daftiass dabei die Ziffed mehr als

4 mal aber hdchstens 12 mal gezogen wird (3 BE)

1.2.2 Ermitteln Sie, fir welche Zahl k die Wahrsohiehkeit, dass bei 50 Zigen
mit  Zuricklegen genau k mal die ZifferO gezogen wird, am grof3ten ist.
Bestimmen Sie mit diesem Wert k die Wahrscheinlehl (X — k| < 1). (5BE)

1.3.0 Bei Spiel lll werden aus der in 1.0 beschaaen Urne nacheinandgrei Kugelnohne

Zurucklegen gezogen.

1.3.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafasssiman nie sowie diejenige dafir, dass man genau
dreimal die Zifferl zieht. (3BE)

1.3.2 Geben Sie das Ereignis A: ,Es wird genau maaidie Ziffer1 gezogen* in der aufzahlenden

Mengenschreibweise an und bestimmen Sie P(A). (4 BE)

1.3.3 Die Ziffern werden in der Reihenfolge der Bimg von links nach rechts nebeneinander
geschrieben und ergeben auf diese Weise eine Eafitteln Sie, wie viele Moglichkeiten es gibt,
dass die so gebildete Zahl zwischen 100 und 2Qf1.lie (3 BE)

2.0 Eine Firma, die maschinell Kunststoffziffeid (.. ; 9) herstellt und in Kisten ab-fillt, behauptet,
dass in einer grofRen Lieferung alle Ziffern glelddwfig auftreten. Nach einer ersten Durchsicht
vermutet der Kaufer einer solchen Lieferung, daiesZiffer 1 mit gro3erer Haufigkeit enthalten ist
(Gegenhypothese).

Man entnimmt fUr eine Stichprobe nacheinander nuitiklegen zufallig 200 Ziffern der

Lieferung. Enthéalt die Stichprobe mehr als 25 mial differ 1, dann wird die Lieferung abgelehnt.

2.1  Geben Sie fur obigen Test die Testgrof3e T urel Mullhypothese Kl an und berechnen Sie
Wahrscheinlichkeit daflir, dass der Kaufer die Lrefeg ablehnt, obwohl die Behauptung des



2.2

2.3

Lieferanten stimmit. (5 BE)
Erklaren Sie, worin in diesem Fall der Fehler &t besteht. (2 BE)

Ermitteln Sie fur den in 2.0 beschriebenen Tele Entscheidungsregel so, dass das

Signifikanzniveau 1% betragt. (4 BE)

Fur zwei beliebige Ereignisse Bnd E desselben Ergebnisraufsmit P(E;) (1 0 und P(k) (1 0
gelte: P(E; n E5) =0. Was lasst sich Uber die stochastische (Un-) Algigieit dieser Ereignisse

aussagen? Genaue Begrindung! Geben Sie auch kst gelvahltes Beispiel an! (4 BE)

1.0  Eine Keksfabrik stellt Kekse in den beiden kdljsvarianten Vanillecreme (V-Kekse) und
Haselnusscreme (H-Kekse) her. Eine sehr grol3e Andiaker Kekse wird gemischt und
anschlieBend in Tuten zu je 30 Stuck zuféllig aldfjef Beim Fullvorgang betragt die
Wahrscheinlichkeit fir einen V-Keks 0,7.

1.1  Berechnen Sie den Verkaufspreis fur eine Titenn die Herstellungskosten pro V-Keks
0,10 DM, pro H-Keks 0,12 DM betragen und der Verisureis um 50 % Uber den
Herstellungskosten liegen soll. (2 BE)

1.2  Es werden nun folgende Ereignisse betrachtet:
E1: ,Eine beliebige Kekstlte der Firma enthalt hoemst 22 V-Kekse.*
Eo: ,Eine beliebige Tute enthalt mindestens 20 V-KeKs

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(End P(E). Untersuchen Sie aul3erdem, ob
die beiden Ereignisse stochastisch unabhangig sind. (6 BE)

2.0 In einer groReren Gebackschale liegen 3n Kewsdei n eine geeignete feste natirliche
Zahl mit n = 3 ist. Von diesen 3n Keksen sind genau zwei DritteKekse, ein Drittel H-
Kekse. Die Kekse sind mit Schokoladenglasur Ubegnodormgleich und somit &ufRerlich
nicht unterscheidbar.

Der Schale werden nacheinander drei Kekse zuf@hge Zuriicklegen entnommen. Die
Zufallsgrof3e X gibt die Anzahl der H-Kekse untemddrei entnommenen Keksen an. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgro3e >désich mit Hilfe der Parameter a, b
0[0;4] wie folgt darstellen:

X 0 1 2 3




2.1

2.2

P(X=x) 20a 5b 2b a

Der Erwartungswert der Zufallsgrof3e X betrggt= 1.

Berechnen Sie die Parameter a und b. (4 BE)

1
Teilergebnis: a =—
( g s 4)

Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilunger dZufallsgroRe X in Form eines
Histogramms dar und schraffieren Sie in diesem ¢tjsimm die zu P(X< M) gehodrende

Flache. (3BE)

Fortsetzung s. nachste Seite

Fortsetzung S |

2.3
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24.2

3.0

3.1

Wirden der Gebackschale aus 2.0 nur zwei Kekse Zurticklegen entnommen, so ware
1
die Wahrscheinlichkeit dafur, genau zwei H-Kekseezhalten, gleichﬁ. Berechnen Sie,

wie viele Kekse demnach zu Beginn in der Schalgdie (4 BE)

Nun wird n = 3 gesetzt. Die Gebéackschale aittlalso neun Kekse in der unter 2.0
angegebenen Mischung. Es werden drei Kekse zuféltiige Zurticklegen gezogen.

Zeichnen Sie fur dieses Zufallsexperiment Baumdiagramm und berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeiten samtlicher Elementarereignisséorm von Briichen. (6 BE)

Es werden folgende Ereignisse betrachtet:

E3: ,Die Keksflllung wechselt von Entnahme zu Entnahim
E4: ,Es werden mehr H-Kekse als V-Kekse entnommen.*”

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten §)(fP(E4) und P(E3 [ E4).
Interpretieren Sie das Ereignis3 [ E4 im Sinne der vorliegenden Thematik. (5 BE)

Die Keksfabrik stellt auch Vanillekipferin heDieses leicht zerbrechliche Geback wird
automatisch in Schachteln zu je 20 Stlick verpabig. Wahrscheinlichkeit, dass dabei ein
zunachst unbeschadigtes Kipferl zum ,Bruchkipfenlird, betragt erfahrungsgeman 0,02.
Dieser Wert wird von der Firma in Kauf genommen.

Berechnen Sie auf drei Nachkommastellen gerudiée\WWahrscheinlichkeit p dafur, in einer

frisch verpackten Schachtel kein Bruchkipferl zunden und anschlielend die

Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

Es: ,Von funf solchen Schachteln enthalten mindestewgi ausschlie3lich unbeschadigte
Kipferln.” (4 BE)



3.2 Aufgrund von Reklamationen entsteht der Verdadhss der Anteil der Bruchkipferin tiber
2 % liegt (Gegenhypothese). Daraufhin fuhrt dienfiarvor Ort einen Signifikanztest durch.
Hierbei werden 10 frisch verpackte Schachteln \ag wieder gedffnet und jedes Kipferl
einzeln kontrolliert. Geben Sie die Testgrol3e sodie Art des Signifikanztests an und
ermitteln Sie den grof3tmdglichen Ablehnungshereder Nullhypothese auf dem 1%-
Niveau. (6 BE)

-6 -

Aufg. S| BE

1.1 ZufallsgroRe Y: Verkaufspreis eines Kekses; Velfisaueis fir eine Tute:

VKP =30[E(Y) =30[ (015[0,7+ 018[03) = 4,77 2

1.2 ZufallsgroRe Z: Anzahl der V-Kekse in einer Tutetr8D Keksen

Z ist eine B(30;0,7)-verteilte Zufallsgrof3e
P(E1)=P(z<22)=F39(22)=0719; P(E,)=P(z220)=1-F39(19)= 0,730 A
P(E1 n Ez)=Foo(22)-F39(19)= 0449 P(E;)P(E;) = 0525% 0,449
= Die Ereignisse k und B sind nichtstochastisch unabhangig.
2.1 l.2la+ 7b =1, augslzl:II.3a+9b:1:>a:i;b:i
84 28 4

2.2 Histogramm; =1 aus 2.0; P& 1) =P(X=0)+ P(X=1); Schraffur 3

2.3 EE—IE -1 = n = 3. Anfangs sind 9 Kekse in der Schale.

3 3n-1 12 4

2.4.1 |Baumdiagramm

Wy ‘ VVV  VVH VHV VHH HVV HVH HHV  HHH
20 15 15 6 15 6 6 1 6
O - T
84 84 84 84 84 84 84 84
2.4.2 21 19 ——— 50
PlEg)=—; P\Es)==—; PIE3OE4)=P{VVV, VVH, HVV})=—
(Ea)=2; PEa)=3, PEsDEL)=F( D=2 5
Es OE,4: ,Mindestens zwei V-Kekse werden unmittelbar nactander entnommen *
3.1 p = B(20; 0,02; 0) = 0,668% q =0,332) 4

P(Es) =1- [[8) pOg® + ( fj plqﬂ = 0,955 mit p, g wie oben




3.2 T: Anzahl der Bruchkipferln unter 200 Kipferln;

T ist verteilt nach B(200; 0,02)

Ho: p = 0,02 H: p>0,02

Annahmebereich v. pt [O; k]N0 Ablehnungsber. v. gt [k +];20(jN

6
P(T =k +1)< 001 P(T < k)= 099 F5o) (k)= 099
Aus Tabelle: Ighin =9
GroRtméglicher Ablehnungsbereich vom#LG200), .
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Bei umfangreichen Verkehrszahlungen in einer Gra@stvurden Zusammenhénge zwischen
der Anzahl der vorbeifahrenden PKWs bzw. LKWs undnd Geschlecht der am Steuer
sitzenden Personen festgestellt. Im Folgenden werder diese beiden Fahrzeugarten
betrachtet. Die dabei ermittelten relativen Hauggkn werden als Wahrscheinlichkeiten
interpretiert.

Nach dem Ergebnis der Zahlungen handelt es sich208b der betrachteten Fahrzeuge um
LKWs. Je 31 von 100 der am Steuer eines Fahrzeugerslen Personen sind weiblichen
Geschlechts. Die Wahrscheinlichkeit, dass es siehdinem zufallig herausgegriffenen Auto
um einen von einer Dame gesteuerten PKW handettage0,28.

Folgende Bezeichnungen fir Ereignisse werden féstge

L: ,Das Fahrzeug ist ein LKW."
D: ,Das Fahrzeug wird von einer Dame gesteuert.”

1 Zunéchst werden die durch Verknipfung der Eredgail und D entstandenen Ereignisse A,
B und C betrachtet:

a) A=Ln D; b) B=LOD:; ¢ Cc=LnD.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der EredgaiA, B und C, z. B. mit Hilfe einer
Vierfeldertafel, und formulieren Sie A, B und C i@inne der vorliegenden Thematik

maoglichst einfach mit Worten. (8 BE)
2 Weisen Sie rechnerisch nach, dass die Ereigrlisead D stochastisch abhangig sind.
(3BE)

3.0 Nun wird eine Gruppe von drei aufeinander foiden Fahrzeugen zufallig ausgewéhlt. Die
Zufallsgrof3e X gibt die Anzahl der PKWs in dieseruppe an.

(Hinweis: Alle Wahrscheinlichkeiten sollen auf jeilsedrei Stellen nach dem Komma
angegeben werden.)

3.1 Zeichnen Sie flur dieses Zufallsexperiment eiauBidiagramm und geben Sie die
Wahrscheinlichkeiten fur die einzelnen Pfade arst&lten Sie ferner eine Wertetabelle
der Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroBeund zeichnen Sie dann ein
zugehdriges Histogramm. (7 BE)




Fortsetzung s. ndchste Seite

Fortsetzung S |

3.2

4.0

4.1

4.2

4.3

Geben Sie fur die zur ZufallsgroRe X gehdrigariulative Verteilungsfunktion F eine
Wertetabelle an und interpretieren Sie den Funlgvoert
F(2) = 0,488. (3BE)

Nun wird eine Reihe von zehmntereinander fahrenden Fahrzeugen betrachtet.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgertekeignisse:

Eq: ,Nur das fluinfte Fahrzeug ist ein LKW.*
Eo: ,Genau die Halfte der Fahrzeuge sind LKWs.*

E3: ,Die Fahrzeuge bilden eine ‘bunte Reihe’, d.h. wazhselnde Reihen-
folge in Bezug auf die Fahrzeugart.”

(Rechengenauigkeit bei PgE vier Nachkommastellen.) (6 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, slagndestens eines der zehn Fahrzeuge
ein LKW ist. (2 BE)

Berechnen Sie, welchen Wert die Wahrscheinleghkp = P(L) haben muss-te, dass mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0,99 mindestens eideszehn Fahrzeuge ein LKW waére.
(4 BE)

Zwei Jahre nach der Verkehrszahlungsaktion aufRemehrere Mitglieder des
Verkehrsausschusses die Vermutung, dass der Adé&ilLKWs unter den betrachteten
Fahrzeugen gegeniber der eingangs dargestelltenuati®ih gestiegen sei
(Gegenhypothese).

Es wird daraufhin ein Signifikanztest mit 200 zlif§ ausgewéhlten Fahrzeugen
vorgenommen. Dabei werden 45 LKWs gezéahlt. Gebem f8f diesen Signifikanztest
die TestgroRe sowie die Nullhypothese an und bestm Sie den groRtmoglichen
Ablehnungsbereich der Nullhypothese auf dem 5%-BEiveEntscheiden Sie mit Hilfe
dieses Tests, ob die Annahme, dass der Prozenteaitt KWs nahezu gleich geblieben
ist, als bestatigt angesehen werden kann oder nicht (7 BE)

1.0 Eine Firma stellt Fliesen her. Erfahrungsgenséftd von 1000 Fliesen eines bestimmten

Fabrikats 100 nicht trittfest, 30 weisen Farbfetdef. Im Folgenden werden nur diese beiden
Fehlerarten betrachtet, wobei angenommen werden, kadass sie voneinander unabhangig
auftreten. Interpretieren Sie die relativen Hauéiy&n als Wahrscheinlichkeiten.

Ein Zufallsexperiment besteht aus der Feststelldeg Fehler einer zuféallig ausgewahlten
Fliese dieses Fabrikats.



11

1.2

3.0

3.1

3.2

4.0

Bestimmen Sie mit Hilfe eines Baumdiagramms diminsten Ergebnisraum dieses
Zufallsexperiments. Tragen Sie auch alle Pfadwalesdichkeiten in Ihr Diagramm ein. (3
BE)

Folgende Ereignisse werden betrachtet:
E1: ,Die Fliese ist nicht trittfest, besitzt aber kein Farbfehler.”
Eo: ,Die Fliese besitzt hdchstens einen der genanFedtler.
Stellen Sie die Ereignissk und E2 in aufzahlender Mengenschreibweise dar, berechnen
Sie die Wabhrscheinlichkeite®®( E]) und P(Ep) und untersuchen Sie, ob die Ereignisse
E1 und E2 stochastisch unabhangig sind.

(6 BE)

Nun werden aus einer sehr grof3en Menge einesrandéabrikats zwei Fliesen zufallig
ausgewahlt und tberpruft. Berechnen Sie, wie gneld/dahrscheinlichkeit fir das Auftreten
eines Farbfehlers bei einsolchen Fliese htchstens sein durfte, damit dignk&fheinlichkeit
daftur, dass von den beiden Fliesen mindestens @imen Farbfehler hat, hochstens 0,0975
betragt.

(4 BE)

Der Boden eines Badezimmers wird gefliest. BErdiagsgemal konnen auf einer gefliesten
Flache von der Grol3e dieses Sanitarraums innerthedbersten Jahres nach Verlegung der
betreffenden Fliesensorte insgesamt hochstensRisde auftreten. Die Zufallsgréfze X gibt
die Anzahl der Risse in den Fliesen des Badezimmardie in diesem Zeitraum entstehen.
Mit geeigneten Werten von a und b (al140;1]) lasst sich die Wahrscheinlichkeitsverteig

der ZufallsgrofRe X wie folgt darstellen:

X 0 1 2 3 4 5

P(X=x) a 0,25 3b 0,05

Berechnen Sie a und b unter der Voraussetzdags die Wahrscheinlichkeit daftir, dass

hdchstens zwei Risse auftreten, 0,8 betragt. (# BE

(Ergebnis: a=0,4; b = 0,05)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, sdaise Anzahl der Risse innerhalb der
einfachen Standardabweichung um den Erwartungdiggtt
(5 BE)

Dieselbe Firma liefert an einen Handler Poreiecher in Packungen zu je 20 Stick aus.
Jede Packung kann eine unbekannte Anzahl von selfi@dhBechern enthalten. Der Handler
pruft eine Lieferung, indem er aus jeder Packunggaltig zwei Becher_ohneZurticklegen
entnimmt. Nur wenn beide Becher in Ordnung sindnmit er die betreffende Packung an.



4.1

4.2

5.0

5.1

5.2

Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit,aer dieser Handler eine Packung annehmen
wird, wenn sie_eingdrei bzw. zehnschadhafte Becher enthalt. Nehmen Sie kurz Stgllun
der Aussagekraft dieser Testmethode.

(5 BE)

Eine Lieferung besteht aus acht Packungen,demen jede Packung genau einen schadhaften
Becher enthalt. Berechnen Sie jeweils, mit weldW&hrscheinlichkeit

a) alle Packungen,

b) genau die Halfte der Packungen,

c) mehr als die Halfte der Packungen

angenommen werden, wenn die Wahrscheinlichkeit di&r Annahme einer Packung 0,9
betragt. (4 BE)

Die Firma geht davon aus, dass 4 % aller pragtten Becher schadhaft sind. Aufgrund einer
Haufung von Reklamationen entsteht der Verdacheéseli Anteil konnte hodher liegen als

erwartet (Gegenhypothese). Zur Uberpriifung wirdeses der Firma ein Signifikanztest mit

100 Bechern durchgefihrt.

Bestimmen Sie auf einem Signifikanzniveau vav Slen grof3tmaglichen Ablehnungsbereich
der Nullhypothese. Geben Sie den bei diesem Tefiredenden Fehler 1. Art auf drei
Nachkommastellen gerundet an.

(6 BE)
Erklaren Sie, was man bei dem vorliegenden Teger dem Fehler 2. Art versteht. Wie
verandert sich dieser Fehler, wenn die Entscheidteggl so abgewandelt wird, dass sich der
Fehler 1. Art verkleinert?

(3 BE)

-7 -

Aufg. S BE
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T: Trittfest; F: Farbfehler; Baumdiagramm; Q ={TE TE TE TF 3

1.2

E:={TF};, E.={TRTE TF}; P(E)=0,1097= Q097 5
P(E)) =1- R" beide Fehley =1- Q1 Q 03= 0997
E; n E; = E; = Die Ereignisse sind stochastisch abhéangig, da,P£H.

p: Wahrscheinlichkeit fir einen Farbfehler bei aiménzelnen Fliese.
g = 1- p: Wahrscheinlichkeit dafir, dass diese Fliesdfahlerfrei ist. 4

1-g%< 00975 q° 209025 |q|> 095 daq>0:q= 095 1-p= 095 p< 005

3.1

(1)a+0,25+3b=0,8; (2)a+0,25+3b+0flb+005=1=a=0,4; b=0,05 |4




3.2 E(X)=0,25+0,3+0,3+0,2+0,25=1,3
Var (X)=0,25+0,6 +0,9+0,8+1,251,69=2,11; o=,/Var(X) =4211=145 |5
c=E(X)+0=2,75; d=E(X)-0=-0,15; P(d<X<¢c)=0,4+0,25+0,15=0,8

4.1 5 1918 17 16 _ 68 10 9 _ 9

y=—0-=09; P,=—0-=—=0716; P,=—0—-=—=0237
20 1¢ 20 19 95 20 18 38
5
Die Testmethode ist nicht sehr aussagekraftig,elbst bei 10 schadhaften Bechern
die Packung noch mit der relativ hohen Wahrscheimfieit von 23,7% angenommen
wird.
4.2 a) P, = (09)® =0,4305 b) P, = B(8;0,9;4) = 0,0046
4
8 4
c) P.=> B(@B09i) = 1-> B(809i)=1-0,0050 = 0,9950
i=5 i=0
5.1 Testgro3e T: Anzahl der defekten Becher
T ist eine B(100; 0,04)—verteilte ZufallsgroRe
Ho: p = 0,04;
Nicht-Verwerfungsbereich von ¢4 {0, ..., k-1}
H1:p > 0,04
Ablehnungsbereich von ¢4 {k, ..., 100}
Entscheidungsregel: P&Ek) <0,05
100 6
> B(100;004 i) < 005
i=k
k-1
bzw. > B(100;004 i) = 095
i=0
Aus Tabelle: k-1=7;k,,=8

Maximaler Ablehnungsbereich voH , :{8, 10(}
a'=1-0952=0,048 Fehler 1. Art.

5.2 Fehler 2. Art: Dies ist die Wahrscheinlichkeit, ddanahme der Firma bezuglich der| 3
schadhaften Becher zu teilen, obwohl diese Annaim&irklichkeit falsch ist.
Verkleinert sich der Fehler 1. Art, dann vergroR3&idh der Fehler 2. Art.

40

1.0 Max Molle ist ein Junggeselle von 22 Jahrent dech bei seinen Eltern wohnt. Wir
treffen ihn gegen 18.00 Uhr auf einem Volksfest. diner Schiel3bude gibt Herr Molle 8
Schisse auf Papierblumen ab. Seine Trefferwahratibkkeit pro Schuss betragt

konstant p :g.

Herrn Molles Mutter hat heute ihren 46. Geburtstaigd deshalb mochte er sie am
Abend mit genau 6 Papierblumen Uberraschen. Beirnas 6 Treffern will er die




1.1
1.2
1.3

4.0

4.1

Ubrigen Blumen der netten jungen Dame schenkenedgerade kennen gelernt hat. Bei
weniger als 6 Treffern soll diese neue Bekannte 8lumen bekommen.

Bestimmen Sie jeweils auf 4 Nachkommastellen gesirdie Wahrscheinlichkeit dafur,
dass

von Molles 8 Schiissen nur der erste und deatéeSchuss treffen; (2 BE)
Herrn Molles Mutter heute ihre 6 Papierblumehét; (3 BE)
die junge Dame mindestens eine Blume erhalt. 4 BE)

Nach dem Schief3en besucht Herr Molle mit der meBekannten eine Bar und spielt
dort ein Wurfelspiel. Er wirft gleichzeitig zwei &hle, unterscheidbare Wirfel.

Folgende Spielregel wird vereinbart:

Ist der Betrag der Differenz der geworfenen Augdriea gerade, so erhalt Herr Molle
den entsprechenden Betrag in DM von der Dame, b@ra ungeraden Differenzbetrag
zahlt Herr Molle den entsprechenden Betrag in DMdagse.

Die ZufallsgroR3e X gibt den Gewinn (bzw. Verlustpw Herrn Molle bei einem solchen
Spiel an.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung defallsgrof3e X in tabellarischer Form
und zeichnen Sie mit Hilfe einer Wertetabelle denraghen der kumulativen
Verteilungsfunktion der Zufallsgrof3e X. (7 BE)

Leider trinkt Herr Molle in der Bar ein paar GEisBier und daher mdchte die junge Dame
lieber gehen. Sie I&sst sich jedoch Uberreden, Bwescheidung von einem weiteren Spiel
abhangig zu machen: Herr Molle zieht aus einemdyuthmischten Kartenspiel (bestehend
aus 32 Karten, darunter 4 Asse) ohne Zurticklegdaltay nacheinander 10 Karten. Befindet
sich unter diesen 10 Karten kein Ass, will die Danexh etwas langer bleiben.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daftir, dasguhge Dame aufgrund des Spielausgangs
die Bar verlasst. (4 BE)

Herrn Molle fallt um 22.00 Uhr der Geburtstagjreer Mutter wieder ein. Auf dem Heimweg
kommt er noch einmal an der Schief3bude vorbei.

Der Budenbesitzer behauptet, dass Molles Trefferagateinlichkeit pro Schuss jetzt auf
Grund seines inzwischen erhdhten Alkoholspiegedztminehrg betragt, sondern dass sie
groRer oder kleiner geworden ist (Gegenhypothedejr Molle wettet, dass er weiterhin
mit einer Wahrscheinlichkeit vo% trifft und bietet an, dies durch eine Testreihenv@0

Schuss nachzuweisen, bei denen er mindestens d@istens 22-mal treffen will.

Formulieren Sie TestgréfRe und Testart und gekiendie Nullhypothese ¢Han sowie den
Annahme- und den Ablehnungsbereich vosn Berechnen Sie dann die Wahrscheinlichkeit

daftr, dass Herr Molle seine Wette verliert, obwehlimmer noch mit einer Quote vog

trifft. (6 BE)

4.2 Bestimmen
Sie den kleinstméglichen Annahmebereich der Nultitiyese symmetrisch zum Erwartungswert
20, der gewahlt werden muss, wenn der Fehler 1h&dhstens 5% betragt. (5 BE)
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1.3
1.4
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1.6

Ein neugieriger Nachbar von Herrn Molle fihchsn seit langerem Auf-zeichnungen tber
dessen abendliches Nachhausekommen. Kommt HerreMalth 22.00 Uhr heim, notiert
der Nachbar dies als ,Verspatung“. Die Zufallsgrof3gibt Herrn Molles Verspatungen in

Stunden (gerundet) an. Es ergibt sich dabei mit &, O [0; 1] folgende
Wabhrscheinlichkeitstabelle:

y 0 1 2 3 4 5

P(Y =y) a 0,40 0,25 a+b b 0,05
Bestimmen Sie a und b, wenn P£¥Y) = 0,70 ist.

(Ergebnis: a =0,05; b =0,10) (3BE)

Errechnen Sie, wie viele Stunden Herr Molle Beobachtungszeitraum durchschnittlich zu
spat nach Hause kommt.

(Ergebnis: E(Y) = 2) (2 BE)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeif®¢ E(Y)[x /Var(Y)). (4 BE)

Gegeben ist die Schar der reellen Funktiongnif der in R maximalen Definitionsmengeg.D

durch foxFf(x)=(1 —g)-ln|x—a| mit a!R\{0}.

Bestimmen Sie die Definitionsmenge, Dund die Nullstellen vonfin Abhangigkeit von a.

Zeigen Sie, dass die Graphen vgpiinktsymmetrisch sind zum Punkt S(a 1 0). (5 BE)

Bestimmen Sie,f(x) und £ (x) fir x>a , die Koordinaten und Art der Extrempkte des
Graphen von § und die maximalen Intervalle mit gleichartigem Kminungsverhalten des

Graphen von{fin Abhangigkeit von a . (Teilergebnisy (x)=— %(1 +In(x — a)), x>a)(10 BE)
Ermitteln Sie das Verhalten vogX) und £, (x) fir xGa und xGt oo . (6 BE)
Zeichnen Sie den Graphen vap (alsoa :%) unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse

in ein kartesisches Koordinatensystem fig-2< 1,5 (1 LE =4 cm). (5 BE)

Ermitteln Sie eine Stammfunktion vogftir x>a. Hinweis: Sie konnen zum Beispiel mit der
Substitution z=x— a beginnen. (Mdgliches Ergebql;stx —a)2(1 —20h(x—a))) (6 BE)

Die Integralfunktion F ist gegeben durch F: ¥) = If1,e(t)dt , x>% . Berechnen Sie den

1+1
e

Grenzwert lim F(x) und interpretieren Sie das Ergebnis am Graphenfygn (6 BE)

Xt
e

In dieser Aufgabe soll fir eine Schisprungschanze Kurve fir die Bahn, auf der die
Springer landen, gefunden werden. Dabei soll fle diandebahn y = L(x) die
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1.2

1.3

1.4

2.1

Differenzialgleichung y'—%w:OJ gelten. Die Flugbahn fir die unterschiedlich guten

Springer wird fir >0 beschrieben durch die Funktiog, :XHga(x):xEﬂ0,1—12"Tgx),
wobei x die horizontale Flugweite in Meter angilbtdia ein dimensionsloser Parameter ist,
der vom Springer abhangt und fur den gilk &< 0,3. Der Absprungspunkt befindet sich im
Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems.
Bestimmen Sie die allgemeine L6sung der Diffdi@gleichung mit der Methode der
Variation der Konstanten sowie diejenige Losungdie Landebahn, bei der ein Springer mit
dem Parameterwert 0,2 die horizontale Flugweite 100 m erzielt. (9 BE)
(Ergebnis: y=—0,1-x — 0,00
Damit die Springer gefahrlos landen konnen] aat jeweiligen Aufsprungsort gelten: Die
Steigung der Landebahn ist um 0,2 grol3er als deagBhg der Flugbahn des Springers im
Moment des Aufsprungs. Zeigen Sie, dass diese Beatg bei der gefundenen Losung fir L
und der Flugbahn fir a=0,2 erfullt ist. (4 BE)
Zeichnen Sie den Graphen der Sprungbahn fur2as@d den Graphen der gefundenen
Landebahn fur 0<x<110 (x-Achse:10 LE = 1cm; y-AchSeLE = 1cm) in ein gemeinsames
Koordinatensystem.

(4 BE)
Berechnen Sie die Sprungweite, die ein Springetr dem Parameter a=0,1 bei obiger
Landebahn erzielt, und tberprifen Sie die Aufsphedingung aus Aufgabe 2.2. Skizzieren
Sie die Flugbahn fur a=0,1 in obiger Zeichnung. BB)

Gegeben ist eine Schar von reellen Funktiomgmit alIR und der in R maximalen

Definitionsmenge B, durch X+ x——2 .
2
X“ —ax+4
Bestimmen Sie Qund die Art der Definitionsliicken von, feweils in Abhangigkeit von
a. (8 BE)

Ermitteln Sie die Nullstelle vonyfund die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen
von f, jeweils in Abhangigkeit von a. (6 BE)

Bestimmen Sie fur a=2 die Art und die Koordieatder Extrempunkte des Graphen ven f
, und zeichnen Sie den Graphen veorfir -4 < x < 6 ( x-Achse:1 LE = 1 cm; y-Achse:
1LE=4cm). (10 BE)

X
Die Integralfunktion F ist definiert durch F: K jfz(t)dt mit x!R. Ermitteln Sie die Lage

0
und Art der Extremstelle sowie die Lage der Wend#dsh des Graphen von F. Geben Sie
die Bedeutung von F(2) fur den Graphen von F unddén Graphen vonfan. (5 BE)

x| —4
Gegeben ist nun die Funktion g mit g: x F4-arc§HF\J) mit der Definitionsmenge
X

Dg&=R .

Geben Sie die Nullstellen von g an, und bestennSie das Symmetrieverhalten des
Graphen von g und das Verhalten von g(x) fur x G%dwie die Gleichung der
Asymptote des Graphen von g. (4 BE)



2.2

2.3

3.1

3.2

BE

Ermitteln Sie das Monotonieverhalten und diet And Lage des Extrempunktes des
Graphen von g. Untersuchen Sie das Verhalten vo(x)gin der Umgebung des
Extrempunktes.
(Teilergebnis: g'(x)—z16
X< +16

fur x>0) (7 BE)

Zeichnen Sie den Graphen von g fur -6 < x <néin neues Koordinatensystem(1 LE = 1
cm), und berechnen Sie die MalRzahl des Flachenislis endlichen Flachenstiicks, das
der Graph von g mit der x-Achse einschliel3t. (10)BE

Eine Metallkugel befindet sich in einer mit Ol fiditen senkrechten Rohre. Zum
Zeitpunkt t=0 wird die Kugel aus der Ruhelage losgsen und féallt in der Rohre nach
unten. Fir die Geschwindigkeit v(t) der Kugel zuneipunkt t, t>0 gilt folgende

Differenzialgleichung: kv +v=g:b . Dabei beden g die MalRzahl der
Erdbeschleunigung und k, b > 0 Konstanten, die den Gré3e und Dichte der Kugel und
der Viskositat und Dichte des Ols abhangen.

Bestimmen Sie v(t) mit der Methode der Variatider Konstanten.
_t
(Ergebnis: v(t)=g-b-(1 € k)) (8 BE)

Ermitteln Sie das Verhalten von v(t) fur tGUnd interpretieren Sie das Ergebnis
physikalisch. (2 BE)

1.0 Gegeben sind die reellen Funktionen

x2—4x+a

fao X > — mit all IR

in der von a unabhéangigen Definitionsmenge IR\ { 0}.

1.1  Bestimmen Sie die Art der Definitionslicke sewiage, Anzahl und Vielfachheit der
Null-
stellen der Funktionfin Abh&ngigkeit von a.

1.2  Zeigen Sie, dass alle Graphen der FunktiondrfaZz 0 dieselben Asymptoten
besitzen und punktsymmetrisch zum Punkt Z@t) verlaufen.

1.3  Weisen Sie nach, dass fur die Funktionsgleichder ersten Ableitungsfunktion von
fa gilt:
2
fi(x) = Lz_a
X
Untersuchen Sie, fur welche Werte voldR der Graph der zugehorigen Funktign f
Stellen mit waagrechter Tangente besitzt, und telen Sie ohne weitere Rechnung,
ob diese Stellen Extremalstellen der Funktigsihd.

1.4  Berechnen Sie nunfaIR so, dass die Gerade h: y = 3x + 4{XIR Tangente an den



Graphen der zugehdrigen Funktiopai der Stelle x= -1 ist.

Setzen Sie fur alle weiteren Teilaufgaber - 4.

1.5 Bestimmen Sie flr die Funktion f die maximalen Monotonieintervalle, und geben
Sie
die Koordinaten und die Art der Extremalpunkte d&saphen der Funktion_j an.

1.6 Weisen Sie nach, dass die Ableitungsfunktfop der Funktion f, far [x| — o einen

Grenzwert g besitzt, und geben Sie die Bedeutuegek Grenzwertes g fur den
Verlauf
des Graphen der Funktionf an.

Ermitteln Sie dann, fur welche X IR\ {0} die zugeordneten Funktionswerte der

Ableitungsfunktionf’, (x) um weniger alse = ﬁ vom Grenzwert g abweichen.

Fortsetzung siehe nachste
Seite



BE

BE

Fortsetzung Al

1.7 Zeichnen Sie den Graphen der Funktiop €@ind seine Asymptoten firx [ - 6; 6] in

ein kartesisches Koordinatensystem. Erstellendaizu unter Verwendung aller vorliegenden

Ergebnisse eine geeignete Wertetabelle. Verwer8lerilr die Zeichnung eine eigene
Seite

mit dem Koordinatenursprung in der Seitenmitte.

Mafl3stab auf beiden Achsen: 1 LE =1 cm.

1.8 Eine Parallele zur x-Achse im Abstand 1 schiief® zweiten Quadranten mit dem
Graphen der Funktion_f ein endliches Flachenstiick ein. Kennzeichnen $seb

Flachenstick im Schaubild von Teilaufgabe 1.7, bedechnen Sie die Mal3zahl seines
Flacheninhalts.

1.9 F, sei eine beliebige Stammfunktion der Funktiory f

Beurteilen Sie mit Hilfe der graphischen Darstelfuin Teilaufgabe 1.7, ob der Graph
der  Stammfunktion F Extremalpunkte, Wendepunkte oder Terrassenpunkdizie

2.0  Fur den Wert W(t) eines Autos (in DM) in Abh&ggeit von der Zeit & 0 (in Tagen)
gelte der Zusammenhang W(t) =@ mit einer geeigneten Konstanten k und dem
Neupreis W. Die Benennungen kdnnen in den Formeln jeweils getdgssen werden.

2.1  Ein Handler geht davon aus, dass sich der Wirts bestimmten Autotyps nach 3,5
Jahren
(1 Jahr = 360 Tage) halbiert hat. Berechnen Sieada die Konstante k.
In2

( Ergebnis: k = 1260 )

2.2  Zum Zeitpunkt t =¢ hat ein Auto dieses Typs, das einen Neupreis vo0d® DM hat,
noch den ,Schrottwert* 1500 DM. Berechnen Sie @ie&eitpunkt ¢.

dW(t)
dt
betrachtet. Untersuchen Sie das Verhalten der fian&werté/V (t) an den Randstellen

2.3 Nun wird die Ableitungsfunktiow: t > W (t) mit W (t) =

und t] O; te [

des
Definitionsbereichs, und interpretieren Sie dig&bnisse im gegebenen
Sachzusammenhang.

2
1.0 Gegeben ist die reelle Funktion f :be ZBm in der maximal moéglichen
X
Definitionsmenge B= IR\ {0}.



1.1 Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f psyrkmetrisch zum Koordinatenursprung
verlauft, und bestimmen Sie die Nullstellen der Kion f.

1.2  Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionssvigk) fir x - 0, X - + oo und X -

— 00,

1.3 Berechnen Sie die erste und die zweite Ablegtder Funktion f.

B 2
( Teilergebnis: f'(x) =2G1|n# )
X

1.4  Ermitteln Sie die Koordinaten und die Art dedativen Extremalpunkte sowie die
Koordinaten der Wendepunkte des Graphen der Fonkti

1.5 Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f inleantesisches Koordinatensystem im
Bereich
-5<x <5. Verwenden Sie dazu die bisherigen Ergebnisstharechnen Sie
zusatzlich
die Funktionswerte f(0,4), f(1) und f(5).
Mafl3stab auf beiden Achsen: 1 LE =1 cm.

2.0 Gegeben sind nun die reellen Funktiorgaart X (1-a)x +% mital IR in der

maximal moéglichen Definitionsmenge D = IR\ {0}.

2.1 Bestimmen Si