Dr. Arnulf Schénlieb, Logistisches Wachstum in dRyaxis

Logistisches Wachstum in der Praxis

Fur Wachstumsprozesse, die nach dem logistischen Wachstumsmodell ablaufen, gilt:

®  p)= i

bCp, +(a-bh,)Ce
Darin sind p(t) bzw. pdie Populationen zu den Zeitpunkten t bzyyatund b sind die
sogenannten Vitalkoeffizienten.
Die Schwierigkeit bei der Modellierung liegt in déregel darin, die Vitalkoeffizienten a und
b zu berechnen. Meist liegen jedoch einige bekaliviéete vor, die die Entwicklung der
Population beschreiben helfen. Kennt man die Anggrogulation psowie die Grol3e der
Population zu zwei weiteren Zeitpunktarund &, die gleich lange Zeitraume umfassen, d.h.
to,—t = t1 — th = t, so kann man folgend Uberlegen:
Bekannt sind pf) = po, p(t) = p sowie p(t) = p..

Daher gilt:

_ alp,
(2) P, = bl:po +(a—b|:po)|}_at und
@3 p, = aby

bEpo +(a_bEpo)®_2at

Aus (2) berechnet man:

p, o, +(a—bp, ) (&™) = ap,

popb+ pale™ - p,pble™ =ap,

b, b, — Pop, &)= ap, - pae™ und damit

_ -at
(4) b= apO plalk —
Po Py = Po Py (e
Aus (3) berechnet man in gleicher Weise:
_ —2at
(5) b - apO p2a|]E —
PoP2 = Py P, [&
_ —at _ —2at
Daraus folgt: p, — pale — = ap, ~ P,ale =
PoP. = PP, [€ PoP, ~ PP, L&
Wegen &0 und p#0 kann man durch a bzwg jirzen.

Po—P.[B" _ p—p, [

p-p " p,-p
Daraus ergibt sich:

(p, = p. & )dlp, - p, &%) =(p, - p, @ )cfp, - p, &)
Ausmultiplizieren ergibt:

PP, 7" = pyp, (&7 + pyp, (& — p,p, & + pyp, — PP, =0
und nach Herausheben:

(P.P, = Po P2 ) &7 + (PP, B-p,p,) & + pyp, = Py, =0
Setzt man nure™ =u, erhalt man eine quadratische Gleichung in u.

(PP, = PoP,) W2 +(pop, P, p,) [+ PoP, = PoP, =0
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Eine Losung dieser Gleichung ist=i. Die zweite Losung erhalt man durch Zerlegen in

Linearfaktoren. Der Linearfaktor lautet:

P2 [ﬂpl - po)Elj = Po P, + Py Py

Daraus erhalt man:

_ PoPz = PPy

6)u, =—"F—"-=
? P, [ﬂpl - po)

t1=0. Dies entspricht gerade dem Anfangszeitpugktit p(to) = po.

Fur w, berechnet man entsprecheed' = u,. Logarithmieren auf beiden Seiten liefert: -

at=In(w) und weiter:

. Die erste Losung 1 ergibt: e =1und damit wegen#0 den Wert

@ a="l)

Fur gegebenes t (entspricht der Lange des Zeitrdumt kann man somit den
Vitalkoeffizienten a berechnen. Den zweiten Koa#izten b erhalt man durch Riickeinsetzen
in (3) oder (4).

Das folgende Beispiel veranschaulicht die Bevolkgsentwicklung Afrikas bei Anwendung
des logistischen Modells:

Bevdlkerung Afrika

Jahr 1950 1980 2010
Bevolkerung (in|220 | 470 | 690
Mio.)

Fir die Vitalkoeffizienten berechnet man a=0,0428@ b=0,000050188.
Eine Simulation der Bevdlkerungsentwicklung im Zaitm 1950 — 2100 ergibt folgende
Ergebnisse:

Jahr 1950 1960 1970980 1990 2000 2012020 2030 2040 205R060 2070 2080 2092100
Bevolkerun@20,0295,4380/870,0554,9629,4690/36,4770,4794,3810822,0829,5834,5837830,0

Die folgende Graphik veranschaulicht das logistesg¥iachstum:

Bevolkerungsentwicklung AFRIKA
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Es ist deutlich erkennbar, dass die jahrliche Zuwgate etwa bis zum Jahre 1990 noch
zunimmt, danach hingegen zurickgeht.
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Berechnet man die durchschnittlichen jahrlichen Aalsraten fur den Zeitraum 150 — 2100,
so erhalt man:

Jahr 1950196019701980199020002010202020302040265@R1F0 2080 2090 2100
Zuwachs 0 7,54 8,55 8,91 8,49 7,45 6,06 4,64 3,39 2,4 1,65 1,12 0,7503%5 0,22

Insgesamt néhert sich die Bevolkerung einem Grenizwder in diesem Beispiel bei etwa 840
Mio. zu liegen scheint.

Wie kann man nun diesen Grenzprozess beschreibaédem jeweiligen Grenzwert angeben?
Wir berechnen dazuim p(t):

lim p(t) = lim alh, - ath, - ath,
toe t”°°b[po"'(a-_b[po)lk_at b[po+!il’g(a_b[po)@‘at b,

a
b
Die Grenzpopulation des logistischen Wachstumsnisdtﬁlalso%.

Nicht in allem Fallen liefert das logistische Watinssmodell brauchbare Prognosewerte.
Zum einen sind dafir die jeweiligen auRermathenchés Rahmenbedingungen
verantwortlich, zum anderen gibt es jedoch auchr@sg]j die in der Struktur des Modells
liegen. Beispielsweise liefert die logistische Mddiichung (1) nicht immer einen positiven
Wert fur den Vitalkoeffizienten b. Was dies beddauteranschaulicht die folgende Graphik
fr a=0,05 und b=-0,000006 bejF220.

Logistisches "Prognosechaos"
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Unter welchen Rahmenbedingungen kann nun eine tigrahaotische” Entwicklung
auftreten? Wir betrachten dazu nochmals Gleichdng (
Man erhalt fur den Vitalkoeffizienten b genau dannen negativen Wert, wenn gilt:
b= ap, ~ p,a e

Po P = Po Py e
Nun ist aberp,p, = p,p, & = p, p, [(ll—e‘at)> 0 Otoo™.
Es genlgt daher den Zahler in (4) zu betrachten.
ap, - plaﬂa—at <0 = Po = plﬂa_at = P = p1Du2
Daraus ergibt sich:
Po P2 ~ Po Py
P, [Qpl - po)

. Wegen p#£0 folgt darausl< M und weiter:
P, [ﬂpl - po)

p0< pl
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Damit ist:
PP, = PoP, < P, P, — P,> und p,p, > p,”. Formt man den letzten Term schlieRlich um:

Py P, > pl2 |: p, Py, €erhalt man:

722> P

P Po
Die letzte Aussage kann man folgend zusammenfassietie Zuwachsrate im Zeitintervall
[t1, to] groRRer als im Zeitintervall [ 1], gibt es fur das logistische Wachstumsmodell kein
vernunftige Lésung.
In diesem Fall wird man entweder ein unbeschranl@gponentielles Wachstum annehmen
und dafur entsprechende Modellgleichungen kongteanieder aber, sofern man geniigend
Ausgangsdaten hat, andere Beobachtungszeitraumenv@lie folgenden drei Graphiken
veranschaulichen nochmals das ,,Herantasten* anrdeimgleichung (7) beschriebenen
Zusammenhang. Als Startjahr wird jeweils 1910 arggemen.

Szenario A:

p) |ptt) |[Pk) |a b

330 570 960 0,019411 0,000000271231
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Szenario B:

p) |ptt) |[Pk) |a b

330 570 984,54 0,018218370,000000000057]8
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Bevdlkerung (in Mio.)
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Szenario C:

p(to)

p(t)

Pk) |a b

330

570

984,5450,0182181450,00000000000481
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